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�°¥¤« £ ¥¬®¥ § ¤ ­¨¥ ±®±²®¨² ¨§ § ¤ · ¨ ³¯° ¦­¥­¨©, ³¬¥­¨¥ °¥¸ ²¼ ª®²®°»¥ ¨£° ¥² ®¯°¥-

¤¥«¿¾¹³¾ °®«¼ ¢ ¨§³·¥­¨¨ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£®  ­ «¨§ . �²® § ¤ ­¨¥ (± ²®·­®±²¼¾ ¤® ·¨±«®¢»µ

¯ ° ¬¥²°®¢) ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿ ¢±¥ ½ª§ ¬¥­ ¶¨®­­»¥ § ¤ ·¨. � ±²¼ § ¤ · ¿¢«¿¥²±¿ ´° £¬¥­² ¬¨

³²¢¥°¦¤¥­¨© «¥ª¶¨®­­®£® ª³°± , ®±² «¼­»¥ ¤®¯®«­¿¾² ¨«¨ ª®­ª°¥²¨§¨°³¾² ½²¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿.

1. �³«¼²¨¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢ .

1. �«¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ A ¨ B ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¤®ª § ²¼ ° ¢¥­±²¢ 

int(A \ B) = intA \ intB, cl(A [ B) = clA [ clB.

� ª ±¢¿§ ­» ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¬­®¦¥±²¢  int(A [ B) ¨ intA [ intB, cl(A \ B) ¨ clA \ clB ?

2. �²®¡° ¦¥­¨¥ c : P(X) ! P(X) ­ §»¢ ¥²±¿ ®¯¥° ²®°®¬ § ¬»ª ­¨¿ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ X ,

¥±«¨ c(?) = ? ¨ A � c(A), c(c(A)) = c(A), c(A[B) = c(A)[ c(B) ¤«¿ «¾¡»µ A;B � X . �®ª § ²¼,

·²® ¥±«¨ c | ®¯¥° ²®° § ¬»ª ­¨¿ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ X , ²® ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿ ²®¯®«®£¨¿ ­ 

X , ¢ ª®²®°®© § ¬»ª ­¨¥ «¾¡®£® ¬­®¦¥±²¢  A � X ±®¢¯ ¤ ¥² ± c(A).

3. �®ª § ²¼, ·²® ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¢±¾¤³ ¯«®²­® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®

²®£¤ , ª®£¤  ¥£® ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ± «¾¡»¬ ­¥¯³±²»¬ ®²ª°»²»¬ ¬­®¦¥±²¢®¬ ­¥ ¯³±²®.

4. �  ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®© ¯®±²°®¨²¼ ±« ¡¥©¸¨¥ ²®¯®«®£¨¨, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¬­®¦¥±²¢ :

 ) �1 = f(a; b]; j a; b 2 Rg; ¡) �2 = f[a; b) j a; b 2 Rg; ¢) �3 = f[a; b] j a; b 2 Rg.
5. � ©²¨ ¢­³²°¥­­¨¥, ¢­¥¸­¨¥, £° ­¨·­»¥, ¨§®«¨°®¢ ­­»¥ ¨ ¯°¥¤¥«¼­»¥ ²®·ª¨ ¬­®¦¥±²¢ 

(0; 1) [ f2g ¢ ²®¯®«®£¨¿µ ¨§ § ¤ ·¨ 4.

6. � ª¨¥  ª±¨®¬» ®²¤¥«¨¬®±²¨ ¢»¯®«­¥­» ¢ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ ¨§ § ¤ ·¨ 4?

7. �®±²°®¨²¼ ²°¨ ° §«¨·­»µ ®²ª°»²»µ ¬­®¦¥±²¢  ­  ¯°¿¬®©, ¨¬¥¾¹¨µ ®¡¹³¾ £° ­¨¶³.

� ª®¢® ­ ¨¡®«¼¸¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ² ª¨µ ¬­®¦¥±²¢? � ª®¢® ­ ¨¡®«¼¸¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ­¥¯¥°¥±¥ª ¾-

¹¨µ±¿ ®²ª°»²»µ ¬­®¦¥±²¢  ­  ¯°¿¬®©, ¨¬¥¾¹¨µ ®¡¹³¾ £° ­¨¶³?

8. �®ª § ²¼, ·²® ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  ®²ª°»²® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®

²®£¤ , ª®£¤  ®­® ¿¢«¿¥²±¿ ®ª°¥±²­®±²¼¾ ª ¦¤®© ±¢®¥© ²®·ª¨.

9. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ¬­®¦¥±²¢  A � R ² ª®£®, ·²® ¬­®¦¥±²¢ 

A; intA; clA; int(clA); cl(intA); cl(int(clA)); int(cl(intA))

¯®¯ °­® ° §«¨·­».

10. � ª®¥ ­ ¨¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ¯®¯ °­® ° §«¨·­»µ ¬­®¦¥±²¢ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨§ ¯®¤¬­®¦¥-

±²¢  ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢ , ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ¯°¨¬¥­¿¿ ª ­¥¬³ ®¯¥° ¶¨¨ § ¬»ª ­¨¿ ¨

¢­³²°¥­­®±²¨.

11. �®ª § ²¼, ·²® ¯®¤¬­®¦¥±²¢® A ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  X0 ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  X

§ ¬ª­³²® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  A = B \X0 ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® § ¬ª­³²®£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢  B

¯°®±²° ­±²¢  X .

12. �®ª § ²¼, ·²® ¢±¿ª®¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ¢²®°®©  ª±¨-

®¬¥ ±·¥²­®±²¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¨ ¯¥°¢®©  ª±¨®¬¥ ±·¥²­®±²¨. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥°, ª®£¤  ®¡° ²­®¥

³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ­¥ ¢¥°­®.

13. �®ª § ²¼, ·²® ª ¦¤®¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ 2-©  ª±¨®¬¥

±·¥²­®±²¨, ±¥¯ ° ¡¥«¼­®.
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14. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ±¥¯ ° ¡¥«¼­®£® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢ , ­¥ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥£®

2-©  ª±¨®¬¥ ±·¥²­®±²¨.

15. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ±¥¯ ° ¡¥«¼­®£® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢ , ¨¬¥¾¹¥£® ­¥±¥¯ ° -

¡¥«¼­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®.

16. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ µ ³±¤®°´®¢®±²¨ ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  X , ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨

¤®±² ²®·­®, ·²®¡» «¾¡ ¿ ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ­ ¯° ¢«¥­­®±²¼ ¢ X ¨¬¥«  ¥¤¨­±²¢¥­­»© ¯°¥¤¥«.

17. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  X ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ° ¢­®-

±¨«¼­»:

 ) X { T3-¯°®±²° ­±²¢®;

¡) ´¨«¼²° ®ª°¥±²­®±²¥© «¾¡®© ²®·ª¨ ¢ X ¨¬¥¥² ¡ §¨±, ±®±²®¿¹¨© ¨§ § ¬ª­³²»µ ®ª°¥±²­®-

±²¥©;

¢) ª ¦¤®¥ § ¬ª­³²®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® X ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯¥°¥±¥·¥­¨¥¬ ¢±¥µ ±¢®¨µ § ¬ª­³²»µ

®ª°¥±²­®±²¥©.

18. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° T3-¯°®±²° ­±²¢ , ­¥ ¿¢«¿¾¹¥£®±¿ T1-¯°®±²° ­±²¢®¬.

19. � ª¨¥ ¨§ ±¢®©±²¢ ®²¤¥«¨¬®±²¨ ­ ±«¥¤³¾²±¿ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¬¨ ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®-

±²° ­±²¢ ?

20. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X ¨ Y { ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢ , ²® ¤«¿ ­¥¯°¥°»¢­®±²¨

®²®¡° ¦¥­¨¿ f : X ! Y ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» 8 x 2 X (xj ! x ) f(xj)! f(x) ).

�®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² 1-©  ª±¨®¬¥ ±·¥²­®±²¨, ²® ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f

° ¢­®±¨«¼­  ¥£® ±¥ª¢¥­¶¨ «¼­®© ­¥¯°¥°»¢­®±²¨.

21. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ­¥¯°¥°»¢­®© ¡¨¥ª¶¨¨, ­¥ ¿¢«¿¾¹¥©±¿ £®¬¥®¬®°´¨§¬®¬.

22. �°®¢¥°¨²¼, ¿¢«¿¾²±¿ «¨ ­¥¯°¥°»¢­»¬¨ ¢ ²®·ª¥ x = 0 ±«¥¤³¾¹¨¥ ´³­ª¶¨¨, ° ±±¬ ²°¨-

¢ ¥¬»¥ ª ª ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¯°®±²° ­±²¢  R ± ²®¯®«®£¨¥©, ¡ §®© ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«³¨­²¥°¢ «»,

®²ª°»²»¥ ±¯° ¢ , ¢ ¯°®±²° ­±²¢® R ± ¥±²¥±²¢¥­­®© ²®¯®«®£¨¥©:

1) f(x) = sign x; 2) g(x) = [x].

23. �°®¢¥°¨²¼, ¿¢«¿¾²±¿ «¨ ­¥¯°¥°»¢­»¬¨ ¢ ²®·ª¥ x = 0 ±«¥¤³¾¹¨¥ ´³­ª¶¨¨, ° ±±¬ -

²°¨¢ ¥¬»¥ ª ª ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¯°®±²° ­±²¢  R ± ¥±²¥±²¢¥­­®© ²®¯®«®£¨¥© ¢ ¯°®±²° ­±²¢® R ±

²®¯®«®£¨¥©, ¡ §®© ª®²®°®© ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«³¯°¿¬»¥ ¢¨¤  (a;+1):

1) f(x) =

�
x�1; x 6= 0

1; x = 0
2) g(x) =

� jxj�1; x 6= 0

1; x = 0
.

24. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ®²®¡° ¦¥­¨¥ f ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  X ­  ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥

¯°®±²° ­±²¢® Y ­¥¯°¥°»¢­®, ²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® ¯«®²­®£® ¢ X ¬­®¦¥±²¢  A ¬­®¦¥±²¢® f(A) ¯«®²­®

¢ Y .

25. �³±²¼ X = Y = R, ¢ Y ²®¯®«®£¨¿ ¥±²¥±²¢¥­­ ¿. �  X ¯®±²°®¨²¼ ±« ¡¥©¸³¾ ²®¯®«®£¨¾,

¯°¨ ª®²®°®© ­¥¯°¥°»¢­® ®²®¡° ¦¥­¨¥:

 ) f(x) = x2; ¡) f(x) = sign x; ¢) f(x) = sin x.

26. �³±²¼ X = Y = R, ¢ X ²®¯®«®£¨¿ ¥±²¥±²¢¥­­ ¿. �  Y ¯®±²°®¨²¼ ±¨«¼­¥©¸³¾ ²®¯®«®-

£¨¾, ¯°¨ ª®²®°®© ­¥¯°¥°»¢­® ®²®¡° ¦¥­¨¥:

 ) f(x) = x2; ¡) f(x) = sign x; ¢) f(x) = sin x.

27. �®±²°®¨²¼ ´ ª²®°-¯°®±²° ­±²¢® ¯°®±²° ­±²¢  R ± ¥±²¥±²¢¥­­®© ²®¯®«®£¨¥© ¯® ®²­®-

¸¥­¨¾ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨: x � y , x� y 2 Q.
28. �®¢®ª³¯­®±²¼ A ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  X ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®ª°»²¨¥¬ ¬­®¦¥±²¢  A � X ,

¥±«¨
S
A2A

A � A. �®ª°»²¨¥ A ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  X ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­¤ ¬¥­² «¼­»¬,

¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢  A � X ¥£® ®²ª°»²®±²¼ ° ¢­®±¨«¼­  ®²ª°»²®±²¨ A \ V ¢ V ¤«¿

ª ¦¤®£® V 2 A.
�®ª § ²¼,·²® ª ¦¤®¥ ®²ª°»²®¥ ¯®ª°»²¨¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  (².¥. ¯®ª°»²¨¥,

±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ®²ª°»²»µ ¬­®¦¥±²¢) ´³­¤ ¬¥­² «¼­®.
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29. �®ª°»²¨¥ A ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  X ´³­¤ ¬¥­² «¼­® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,

ª®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢  B � X ¥£® § ¬ª­³²®±²¼ ° ¢­®±¨«¼­  § ¬ª­³²®±²¨ B \ V ¢ V

¤«¿ ª ¦¤®£® V 2 A.
30. �®ª°»²¨¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  ­ §»¢ ¥²±¿ «®ª «¼­® ª®­¥·­»¬, ¥±«¨ «¾¡ ¿

¥£® ²®·ª  ¨¬¥¥² ®ª°¥±²­®±²¼, ¯¥°¥±¥ª ¾¹³¾±¿ ²®«¼ª® ± ª®­¥·­»¬ ·¨±«®¬ ½«¥¬¥­²®¢ ¯®ª°»²¨¿.

�®ª § ²¼, ·²® ª ¦¤®¥ «®ª «¼­® ª®­¥·­®¥ (¨, ¢ · ±²­®±²¨, ª®­¥·­®¥) § ¬ª­³²®¥ ¯®ª°»²¨¥

´³­¤ ¬¥­² «¼­®.

31. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X ¨ Y { ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¥ ¯°®±²° ­±²¢ , A { ´³­¤ ¬¥­² «¼­®¥

¯®ª°»²¨¥ X ¨ ¤«¿ «¾¡®£® V 2 A ®²®¡° ¦¥­¨¥ f : X ! Y ­¥¯°¥°»¢­® ­  V , (².¥. ­¥¯°¥°»¢­®

±³¦¥­¨¥ f jV : V ! Y ), ²® f : X ! Y ­¥¯°¥°»¢­®.

32. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  (¡¨)ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¢ ²®¯®«®£¨¿µ ¨§ § ¤ ·¨ 4 ¬­®¦¥±²¢® (0; 1][ f2g.
33. �®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ �¥©¥°¸²° ±± : � ¦¤ ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ¢¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­ 

¡¨ª®¬¯ ª²­®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ ®£° ­¨·¥­  ¨ ¯°¨­¨¬ ¥² ±¢®¨ ­ ¨¡®«¼¸¥¥ ¨ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ §­ ·¥­¨¿.

34. �®¤¬­®¦¥±²¢® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  ­ §»¢ ¥²±¿ ®²­®±¨²¥«¼­® ª®¬¯ ª²­»¬,

¥±«¨ ¥£® § ¬»ª ­¨¥ ª®¬¯ ª²­®. �®¤¬­®¦¥±²¢® E ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  X ­ §»¢ -

¥²±¿ (®²­®±¨²¥«¼­®) ±¥ª¢¥­¶¨ «¼­® ª®¬¯ ª²­»¬, ¥±«¨ «¾¡ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¢ E ±®¤¥°¦¨²

¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¢ E (¢ X). �­®¦¥±²¢® E � X (®²­®±¨²¥«¼­®) ±·¥²­®

ª®¬¯ ª²­®, ¥±«¨ «¾¡ ¿ ¥£® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥«¼­³¾ ²®·ª³ ¢ E (¢ X).

�®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¬­®¦¥±²¢® ¡¨ª®¬¯ ª²­® ¨«¨ ±¥ª¢¥­¶¨ «¼­® ª®¬¯ ª²­®, ²® ®­® ±·¥²­®

ª®¬¯ ª²­®. �«¥¤³¥² ¨¬¥²¼ ¢¢¨¤³, ·²® ¡¨ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¨ ±¥ª¢¥­¶¨ «¼­ ¿ ª®¬¯ ª²­®±²¼ ­¥ ±«¥-

¤³¾² ®¤­  ¨§ ¤°³£®©.

35. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¡¨ª®¬¯ ª²­ ¿ ²®¯®«®£¨¿ ¬ ¦®°¨°³¥² µ ³±¤®°´®¢³, ²® ®­  ±®¢¯ ¤ ¥²

± ¯®±«¥¤­¥©.

36. �³±²¼ X | ­¥¯³±²®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¨ ®²®¡° ¦¥­¨¥ d : X2 ! R ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬:

8 x; y; z 2 X d(x; x) = 0; d(x; z) 6 d(x; y) + d(z; y) :

�®ª § ²¼, ·²® d | ¯®«³¬¥²°¨ª  ­  X .

37. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ (X; d) | ¯®«³¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, ²®

1) 8 x 2 X; R > r > 0 Br[x] � BR(x);

2) 8 x 2 X; r > 0 clBr(x) � Br[x],   ¢®² ° ¢¥­±²¢  ¬®¦¥² ­¥ ¡»²¼;

3) 8 x 2 X; r > 0 Br(x) 2 Op(X; d); Br [x] 2 Cl(X; d);

4) ¸ ° ¡®«¼¸¥£® ° ¤¨³±  ¬®¦¥² ¡»²¼ ±®¡±²¢¥­­»¬ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬ ¸ °  ¬¥­¼¸¥£® ° ¤¨³± .

38. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ d | ¯®«³¬¥²°¨ª  ­  X , ²®

1) 8 x; y 2 X d(x; y) > 0;

2) 8 x1; x2; y 2 X jd(x1; y)� d(x2; y)j 6 d(x1; x2);

3) 8 x1; x2; y1; y2 2 X jd(x1; y1)� d(x2; y2)j 6 d(x1; x2) + d(y1; y2);

4) 8 x1; x2;2 X; A � X jd(x1; A)� d(x2; A)j 6 d(x1; x2),

£¤¥ d(x;A) := dist(x;A) := inf
y2A

d(x; y) | ° ±±²®¿­¨¥ ¬¥¦¤³ ²®·ª®© x ¨ ¬­®¦¥±²¢®¬ A.

39. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ d1; : : : ; dn | ¯®«³¬¥²°¨ª¨ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ X , ²® ¤«¿ «¾¡»µ x 2 X ¨

�1; : : : ; �n > 0 ±¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥­±²¢ 

n\
k=1

Bdk
� (x) = Bd

� (x) ¨

n\
k=1

Bd
�k
(x) = Bd

� (x)

£¤¥ d := max
16k6n

dk ¨ � := min
16k6n

�k. �­ «®£¨·­®¥ ° ¢¥­±²¢® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«¿ § ¬ª­³²»µ ¸ °®¢.

40. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ xn ! x ¢ ¯®«³¬¥²°¨·¥±ª®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ (X; d), ²® ±³¹¥±²¢³¥²

² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ f�ngn2N� R+, ·²® �n % +1 ¯°¨ n! 1,   �n � d(xn; x)! 0.
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41. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ (X;D) | ¬³«¼²¨¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, ²® ¤«¿ «¾¡®© ¯®«³¬¥-

²°¨ª¨ d 2 D ¨ «¾¡®£® ¬­®¦¥±²¢  A � X ° ¢­®¬¥°­® ­¥¯°¥°»¢­» ®²®¡° ¦¥­¨¿

d : X2 ! R ¨ X 3 x 7! d(x;A) 2 R.

42. �®ª § ²¼, ·²® ¯®«³¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² 2-©  ª±¨®¬¥ ±·¥²­®±²¨

²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®­® ±¥¯ ° ¡¥«¼­®.

43. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¸ ° ° ¤¨³±  7 ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¸ °¥ ° ¤¨³±  3, ²® ®­¨ ±®¢¯ ¤ ¾².

44. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ­  ª®¬¯ ª²­®¬ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ­¥¯°¥°»¢­»µ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ´³­ª¶¨©, ° §¤¥«¿¾¹ ¿ ²®·ª¨, ²® ½²® ¯°®±²° ­±²¢®

¬¥²°¨§³¥¬®.

45. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢  (X; d) ¨ ² ª¨µ ¥£® § ¬ª­³²»µ ¯®¤¬­®-

¦¥±²¢ A ¨ B, ·²®

d(A;B) := inf
x2A; y2B

d(x; y) = 0, A \ B = ?.

46. �³±²¼ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (X; d) ®£° ­¨·¥­®, ².¥. diamX := sup
x;y2X

d(x; y) < +1.

�®ª § ²¼, ·²® ´³­ª¶¨¿

dH(A;B) := max
n
sup
x2A

d(x;B); sup
y2B

d(y; A)
o

­  ClX ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥²°¨ª®© (®­  ­ §»¢ ¥²±¿ ¬¥²°¨ª®© � ³±¤®°´ ).

47. �³±²¼ d | ¯®«³¬¥²°¨ª  ­  ¬­®¦¥±²¢¥ X . �®ª § ²¼, ·²® ´³­ª¶¨¨

d1(x; y) :=
d(x; y)

1 + d(x; y)
; d2(x; y) := minf1; d(x; y)g ; d3(x; y) := ln(1 + d(x; y))

¿¢«¿¾²±¿ ¯®«³¬¥²°¨ª ¬¨ ­  X , ¯°¨·¥¬ ¢±¥ ®­¨ ½ª¢¨¢ «¥­²­» ¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¬¥²°¨ª ¬¨ ¨«¨ ­¥²,

®¤­®¢°¥¬¥­­® ± ¨±µ®¤­®©.

48. �®ª § ²¼, ·²® ´³­ª¶¨¨

d(x; y) := jx� yj ; d1(x; y) := jx3 � y3j ; d2(x; y) := jex � ey j ; d3(x; y) := jarctgx� arctg yj

¿¢«¿¾²±¿ ¬¥²°¨ª ¬¨ ­  R, ¯°¨·¥¬ ¢±¥ ®­¨ ¯®°®¦¤ ¾² ®¤­³ ¨ ²³ ¦¥ ²®¯®«®£¨¾. � ¡³¤³² «¨ ½²¨

¬¥²°¨ª¨ ½ª¢¨¢ «¥­²­»? �²­®±¨²¥«¼­® ª ª¨µ ¨§ ½²¨µ ¬¥²°¨ª ¯°®±²° ­±²¢® R ¯®«­®?

49. �®¦­® «¨ ³²¢¥°¦¤ ²¼, ·²® ¤¢¥ ¯®«³¬¥²°¨ª¨ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ½ª¢¨¢ «¥­²­» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®

²®£¤ , ª®£¤  ­ ¯° ¢«¥­­®±²¨ �®¸¨ ¢ ½²¨µ ¯®«³¬¥²°¨ª µ ®¤­¨ ¨ ²¥ ¦¥?

50. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ d1 ¨ d2 | ¯®«³¬¥²°¨ª¨ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ X , ²® ´³­ª¶¨¨

d3 := d1 + d2 ; d4 := maxfd1; d2g ; d5 := � � d1 (� > 0)

² ª¦¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«³¬¥²°¨ª ¬¨ ­  X , ¯°¨·¥¬ d3 ¨ d4, d1 ¨ d5 ¯®¯ °­® ½ª¢¨¢ «¥­²­».

51. �®ª § ²¼, ·²® ´³­ª¶¨¿

d(m;n) :=

(
0 ¯°¨ m = n;

1 +
1

m + n
¯°¨ m 6= n;

¿¢«¿¥²±¿ ¬¥²°¨ª®© ­ N, ®²­®±¨²¥«¼­® ª®²®°®© ¬­®¦¥±²¢® ­ ²³° «¼­»µ ·¨±¥« ¯®«­®. �®±²°®¨²¼

¢ N ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ § ¬ª­³²»µ, ¢«®¦¥­­»µ ¤°³£ ¢ ¤°³£  ¸ °®¢, ¨¬¥¾¹¨µ ¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥-

­¨¥.
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52. �®ª § ²¼, ·²® ±¥ª¢¥­¶¨ «¼­® ¯®«­®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¯®«³¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­±²¢ 

¯®«­®.

53. �®ª § ²¼ ¨­²¥£° «¼­»¥ ­¥° ¢¥­±²¢  �¥«¼¤¥°  ¨ �¨­ª®¢±ª®£®.

54. �®ª § ²¼ ¯®«­®²³ ¯°®±²° ­±²¢:

Kn (n 2 N); s � KN; lp (0 < p < +1); m � l1; c; c0;

C[a; b]; C1[a; b]; L
p(S; �); Lp(S; �) (0 < p 6 +1):

55. �®ª § ²¼ ¢ª«¾·¥­¨¿:

lp � lq � c0 � c � l1 � s (0 < p < q < +1);

Lq(S; �) � Lp(S; �) (0 < p < q 6 +1; �(S) < +1):

�°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥°», ¯®¤²¢¥°¦¤ ¾¹¨¥ ±²°®£®±²¼ ½²¨µ ¢ª«¾·¥­¨©. �¢«¿¾²±¿ «¨ ³ª § ­­»¥ ¢«®-

¦¥­¨¿ ­¥¯°¥°»¢­»¬¨?

56. � ª¨¥ ¨§ ¯°®±²° ­±²¢

Kn ; s; c; c0; lp (0 < p 6 +1); C[0; 1]; C1[0; 1]; Lp(0; 1) (0 < p 6 +1)

¿¢«¿¾²±¿ ±¥¯ ° ¡¥«¼­»¬¨?

57. �­®¦¥±²¢® C[a; b], ­ ¤¥«¥­­®¥ ¬¥²°¨ª®©

dp(x; y) :=

 bZ
a

jx(t)� y(t)jp dt
!1

p
; 1 6 p <1,

®¡®§­ · ¥²±¿ CLp[a; b]. �®ª § ²¼, ·²® ¯°®±²° ­±²¢® CLp[a; b] ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«­»¬. �ª § ²¼

ª ª®¥-«¨¡® ¯®¯®«­¥­¨¥ ½²®£® ¯°®±²° ­±²¢ . �²¢¥² ®¡®±­®¢ ²¼.

58. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ­¥ª®²®° ¿ ¨²¥° ¶¨¿ ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¯®«­®£® ¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ­-

±²¢  ¢ ±¥¡¿ ¿¢«¿¥²±¿ ±¦¨¬ ¾¹¨¬ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬, ²® ¨±µ®¤­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¨¬¥¥², ¨ ¯°¨ ²®¬

²®«¼ª® ®¤­³, ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³.

59. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ (X; d) | ª®¬¯ ª²­®¥ ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®,   ®²®¡° ¦¥­¨¥

f : X �!X ² ª®¢®, ·²®

8 x; y 2 X x 6= y ) d(f(x); f(y))< d(x; y)

²® f ¨¬¥¥², ¨ ¯°¨ ²®¬ ²®«¼ª® ®¤­³, ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³.

60. �³±²¼ a 2 [0; 1]. �®«¼§³¿±¼ ¯°¥¤»¤³¹¨¬ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥¬, ¤®ª § ²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

­®±²¼ fxngn2N, £¤¥

x0 = 0; xn+1 = xn � 1

2
(x2n � a) (n 2 N),

±µ®¤¨²±¿ ª
p
a. �±² ­¥²±¿ «¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¢¥°­»¬, ¥±«¨ a > 1 ?

61. �¥¸¨²¼ ¨­²¥£° «¼­»¥ ³° ¢­¥­¨¿:

x(t) = �

1Z
0

et�s x(s) ds+ t2; x(t) = �

1Z
0

tmsn x(s) ds+ tk:
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62. �¥¸¨²¼ ¨­²¥£° «¼­»¥ ³° ¢­¥­¨¿:

x(t) = �

�Z
0

cos(t+ s) x(s) ds+ 2 sin t; x(t) =

tZ
0

et�s x(s) ds+ t+ 1:

63. �¢¥¤¥­¨¥¬ ª ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®¬³ ³° ¢­¥­¨¾ °¥¸¨²¼ ³° ¢­¥­¨¥ �®«¼²¥°°  1-£® °®¤ 

tZ
0

cos(t � s) x(s) ds = sh t:

64. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  (®²­®±¨²¥«¼­³¾) ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¢ C[0; 1] ¬­®¦¥±²¢®

 ) fx 2 C1[0; 1] : 8 t 2 [0; 1] jx(t)j 6 A ; jx0(t)j 6 Bg;
¡) fx 2 C2[0; 1] : 8 t 2 [0; 1] jx(t)j 6 A ; jx0(t)j 6 B ; jx00(t)j 6 Cg,

£¤¥ A;B;C > 0 | ­¥ª®²®°»¥ ª®­±² ­²».

65. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  (®²­®±¨²¥«¼­³¾) ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¢ C[0; 1] ¬­®¦¥±²¢ 

 ) fx 2 C2[0; 1] : 8 t 2 [0; 1] jx(t)j 6 A ; jx00(t)j 6 Bg ;
¡) fx 2 C[0; 1] : 8 t; t1; t2 2 [0; 1] jx(t)j 6 A ; jx(t1)� x(t2)j 6 B � jt1 � t2jg,

£¤¥ A > 0 ¨ B > 0 | ­¥ª®²®°»¥ ª®­±² ­²».

66. �³±²¼ A � C[0; 1] ° ¢­®¬¥°­® ®£° ­¨·¥­®. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  (®²­®±¨²¥«¼­³¾) ª®¬¯ ª²-

­®±²¼ ¢ C[0; 1] ¬­®¦¥±²¢®

B = f y j 9 x 2 A : y(t) =

tZ
0

x(s) ds; t 2 [0; 1] g:

67. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  (®²­®±¨²¥«¼­³¾) ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¢ C[0; 1] ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ´³­ª¶¨©

x 2 C1[0; 1] ² ª¨µ, ·²®

jx(0)j 6 A;

1Z
0

jx0(t)j2 dt 6 B

(A > 0; B > 0 | ª®­±² ­²»).

68. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  (®²­®±¨²¥«¼­³¾) ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¢ C[0; 1] ¬­®¦¥±²¢® A = f xj j j 2 J g,
£¤¥

1) xj(t) = tj (J = N); 5) xj(t) = sin jt (J = R);

2) xj(t) = (at)j (J = N); 6) xj(t) = sin jt (J = [1; 2]);

3) xj(t) = sin jt (J = N); 7) xj(t) = arctg jt (J = R);

4) xj(t) = sin(j + t) (J = N); 8) xj(t) = et�j (J = R+):

69. � § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ fcngn2N ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ­  (®²­®±¨²¥«¼­³¾)
ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ X = lp (0 < p < +1) ¬­®¦¥±²¢ 

A =
n
x 2 X j 8n 2 N jxnj 6 cn

o
, B =

n
x 2 X j

1P
n=1

jcnxnjp 6 1
o
,

C =
n
x 2 X j

1P
n=1

(jcnj+ jxnj)p 6 1
o
.
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70. �®ª § ²¼, ·²® ¯®¤¬­®¦¥±²¢® A � c0 ®²­®±¨²¥«¼­® ª®¬¯ ª²­® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,

ª®£¤ 

1) A À° ¢­®¬¥°­®Á ®£° ­¨·¥­®, ².¥. sup
x2A

sup
n2N

jxnj < +1 ,

2) A À° ¢­®±²¥¯¥­­® ±µ®¤¨²±¿ ª ­³«¾Á, ².¥. sup
x2A

sup
k>n

jxkj �!
n!1

0 .

71. �®ª § ²¼, ·²® ¯®¤¬­®¦¥±²¢® A � c ®²­®±¨²¥«¼­® ª®¬¯ ª²­® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,

ª®£¤ 

1) A À° ¢­®¬¥°­®Á ®£° ­¨·¥­®, ².¥. sup
x2A

sup
n2N

jxnj < +1 ,

2) A À° ¢­®±²¥¯¥­­® ±µ®¤¨²±¿Á, ².¥. sup
x2A

sup
k;m>n

jxk � xmj �!
n!1

0 .

72. � § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ·¨±«®¢®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ fcngn2N ¨ ¯ ° ¬¥²°  0 < p < +1 ¨±-

±«¥¤®¢ ²¼ ­  (®²­®±¨²¥«¼­³¾) ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ X 2 fc0; c; sg ¬­®¦¥±²¢  ¨§ § ¤ ·¨
69.

73. � ª ª¨µ ¨§ ¯°®±²° ­±²¢: lp (0 < p < +1); c0; c; s ±®¤¥°¦¨²±¿ ¬­®¦¥±²¢®

A =
nn

k

k2 + n2

o
k2N

��� n 2 No ?
�±±«¥¤®¢ ²¼ ¥£® ­  (®²­®±¨²¥«¼­³¾) ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯°®±²° ­±²¢ µ.

74. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  (®²­®±¨²¥«¼­³¾) ª®¬¯ ª²­®±²¼ ¢ L2(0; 1) ¬­®¦¥±²¢ :

A = f sinnt j n 2 N g; B = f (ln t)n j n 2 N g:

2. �®¯®«®£¨·¥±ª¨¥ ¢¥ª²®°­»¥ ¯°®±²° ­±²¢ .

75. �®ª § ²¼, ·²® ±³¬¬  ¤¢³µ ³° ¢­®¢¥¸¥­­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¢¥ª²®°­®£® ¯°®±²° ­±²¢ 

³° ¢­®¢¥¸¥­ . � ¡³¤¥² «¨ ¢»¯³ª«  ±³¬¬  ¤¢³µ ¢»¯³ª«»µ ¬­®¦¥±²¢.

76. �®ª § ²¼ ·²® ¥±«¨ V | ¢»¯³ª«®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¢¥ª²®°­®£® ¯°®±²° ­±²¢ , ²® ¤«¿

«¾¡»µ �; � > 0 ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥­±²¢® � � V + � � V = (�+ �)V .

77. �®ª § ²¼, ·²® ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¢¥ª²®°­®£® ¯°®±²° ­±²¢   ¡±®«¾²­® ¢»¯³ª«®

²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®­® ¢»¯³ª«® ¨ ³° ¢­®¢¥¸¥­®.

78. �¢«¿¥²±¿ «¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¯°®¨§¢®«¼­®£® ±¥¬¥©±²¢  ¢»¯³ª«»µ (³° ¢­®¢¥¸¥­­»µ,  ¡±®-

«¾²­® ¢»¯³ª«»µ) ¬­®¦¥±²¢ ¢»¯³ª«»¬ (±®®²¢., ³° ¢­®¢¥¸¥­­»¬,  ¡±®«¾²­® ¢»¯³ª«»¬) ¬­®¦¥-

±²¢®¬? � ®¡º¥¤¨­¥­¨¥?

79. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢  A ¢¥ª²®°­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¥£® ¢»¯³ª« ¿

®¡®«®·ª  ¨¬¥¥² ¢¨¤

coA =
n nP
k=1

�kxk

��� n 2 N; xk 2 A; �k > 0; 1 6 k 6 n;
nP

k=1

�k = 1
o
.

80. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢  A ¢¥ª²®°­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¥£®  ¡±®«¾²­®

¢»¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª  ¨¬¥¥² ¢¨¤

abs coA =
n nP
k=1

�kxk

��� n 2 N; xk 2 A; �k 2 K; 1 6 k 6 n;
nP

k=1

j�kj 6 1
o
.

81. �¢«¿¾²±¿ «¨ «¨­¥©­»¬¨ ­  ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¤¨±ª°¥²­ ¿ ¨  ­²¨¤¨±ª°¥²­ ¿

²®¯®«®£¨¨.

82. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ��� ±³¬¬  ¤¢³µ ¡¨ª®¬¯ ª²­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¡¨ª®¬¯ ª²­ .

83. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ��� ±³¬¬  ¡¨ª®¬¯ ª²­®£® ¨ § ¬ª­³²®£® ¬­®¦¥±²¢ § ¬ª­³² .
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84. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ��� ±³¬¬  ¤¢³µ § ¬ª­³²»µ ¬­®¦¥±²¢ ¬®¦¥² ­¥ ¡»²¼ § ¬ª­³²»¬

¬­®¦¥±²¢®¬.

85. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ª ¦¤®¬ («®ª «¼­® ¢»¯³ª«®¬) ��� ±³¹¥±²¢³¥² ¡ §  ®ª°¥±²­®±²¥© ­³«¿,

±®±²®¿¹ ¿ ¨§ § ¬ª­³²»µ (¢»¯³ª«»µ) ³° ¢­®¢¥¸¥­­»µ ¬­®¦¥±²¢.

86. �®ª § ²¼, ·²® ¡ §¨±­»¥ ®ª°¥±²­®±²¨

Vr(x) = f y 2 C(R) : sup
t2R

jy(t)� x(t)j < r g (r > 0)

´³­ª¶¨© x 2 C(R) § ¤ ¾² ­  C(R) ²®¯®«®£¨¾. �±±«¥¤®¢ ²¼ ½²³ ²®¯®«®£¨¾ ­  «¨­¥©­®±²¼.

�¢«¿¥²±¿ «¨ ®­  ¬¥²°¨§³¥¬®©? �±«¨ ¤ , ²® ¯®«­® «¨ ¯°®±²° ­±²¢® C(R) ¢ ½²®© ¬¥²°¨ª¥?

87. �®ª § ²¼, ·²® ¡ §¨±­»¥ ®ª°¥±²­®±²¨

VK;r(x) = f y 2 C(R) : sup
t2K

jy(t)� x(t)j < r g

(r > 0; K ¯°®¡¥£ ¥² ª®­¥·­»¥ ¬­®¦¥±²¢  ¢ R) ´³­ª¶¨© x 2 C(R) § ¤ ¾² ­  C(R) ²®¯®«®£¨¾.

�±±«¥¤®¢ ²¼ ½²³ ²®¯®«®£¨¾ ­  «¨­¥©­®±²¼. �¢«¿¥²±¿ «¨ ®­  ¬¥²°¨§³¥¬®©? �±«¨ ¤ , ²® ¯®«­® «¨

¯°®±²° ­±²¢® C(R) ¢ ½²®© ¬¥²°¨ª¥?

88. �®ª § ²¼, ·²® ¡ §¨±­»¥ ®ª°¥±²­®±²¨

VK;r(x) = f y 2 C(R) : sup
t2K

jy(t)� x(t)j < r g

(r > 0; K ¯°®¡¥£ ¥² ª®¬¯ ª²­»¥ ¬­®¦¥±²¢  ¢R)´³­ª¶¨© x 2 C(R) § ¤ ¾² ­  C(R) ²®¯®«®£¨¾.

�±±«¥¤®¢ ²¼ ½²³ ²®¯®«®£¨¾ ­  «¨­¥©­®±²¼. �¢«¿¥²±¿ «¨ ®­  ¬¥²°¨§³¥¬®©? �±«¨ ¤ , ²® ¯®«­® «¨

¯°®±²° ­±²¢® C(R) ¢ ½²®© ¬¥²°¨ª¥?

89. �° ¢­¨²¼ ­  C(R) ²®¯®«®£¨¨ ¨§ ²°¥µ ¯°¥¤»¤³¹¨µ § ¤ ·, ±° ¢­¨²¼ ¬¥²°¨ª¨, ª®²®°»¥

¨µ ¯®°®¦¤ ¾² (¥±«¨ ² ª®¢»¥ ¨¬¥¾²±¿).

90. �®ª § ²¼, ·²® ¬­®¦¥±²¢® ¢ ��� ®£° ­¨·¥­® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®£° ­¨·¥­®

ª ¦¤®¥ ¥£® ±·¥²­®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®.

91. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ��� ª ¦¤®¥ ¢¯®«­¥ ®£° ­¨·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢® ®£° ­¨·¥­®.

92. �³­ª¶¨®­ «®¬ �¨­ª®¢±ª®£® ¯®£«®¹ ¾¹¥£® ¬­®¦¥±²¢  V ¢ ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X

­ §»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥­¨¥

�V : X 3 x 7! �V (x) := inff� > 0 j x 2 �V g.
�®ª § ²¼, ·²®

�V (x) :=
1

supf� > 0 j�x 2 V g ; x 2 X .

�®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ V1 ¨ V2 | ¯®£«®¹ ¾¹¨¥ ¬­®¦¥±²¢  ¢ X , ²®

V1 � V2 ) �V1 > �V2 ; �V1 > �V2 ) V1 � V2.

93. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¬­®¦¥±²¢® V ¿¢«¿¥²±¿ ¯®£«®¹ ¾¹¨¬, ²® V � f�V 6 1g,   ¥±«¨ ®­®

¥¹¥ ¨ ³° ¢­®¢¥¸¥­®, ²®

f�V < 1g � V � f�V 6 1g.
�°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ¯®£«®¹ ¾¹¥£® ¬­®¦¥±²¢ , ¤«¿ ª®²®°®£® «¥¢®¥ ¢ª«¾·¥­¨¥ ­¥ ¢¥°­®.

94. �®ª § ²¼, ·²® ´³­ª¶¨®­ « �¨­ª®¢±ª®£® «¾¡®£®  ¡±®«¾²­® ¢»¯³ª«®£® ¯®£«®¹ ¾¹¥£®

¬­®¦¥±²¢  V ¢ ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³­®°¬®© ­  X .

95. �®ª § ²¼, ·²® «¾¡ ¿ ¯®«³­®°¬  p ­  ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X ¿¢«¿¥²±¿ ´³­ª¶¨®­ «®¬

�¨­ª®¢±ª®£® «¾¡®£®  ¡±®«¾²­® ¢»¯³ª«®£® ¬­®¦¥±²¢  V � X ² ª®£®, ·²®
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fp < 1g � V � fp 6 1g.
96. �®ª § ²¼, ·²® ¯°®±²° ­±²¢  lp ¨ L p(0; 1) (0 < p < 1) ¿¢«¿¾²±¿ «®ª «¼­® ®£° ­¨·¥­-

­»¬¨ ���, ­® ­¥ ¿¢«¿¾²±¿ «®ª «¼­® ¢»¯³ª«»¬¨ ¯°®±²° ­±²¢ ¬¨.

97. �³±²¼ 
 | ®¡« ±²¼ ¢ Rn. �®ª § ²¼, ·²® ´³­ª¶¨¨

pK(x) = sup
j�j6m
t2K

j@�x(t)j (K ¯°®¡¥£ ¥² ª®¬¯ ª²» ¢ 
)

¿¢«¿¾²±¿ ¯®«³­®°¬ ¬¨ ­  ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ Cm(
) ¢±¥µ m-° § ­¥¯°¥°»¢­® ¤¨´´¥°¥­-

¶¨°³¥¬»µ ¢ ®¡« ±²¨ 
 ´³­ª¶¨©. �°®±²° ­±²¢® Cm(
), ­ ¤¥«¥­­®¥ ¬³«¼²¨­®°¬®©, ±®±²®¿¹¥©

¨§ ³ª § ­­»µ ¯®«³­®°¬ ®¡®§­ · ¥²±¿ Em(
). �£® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ´³­ª¶¨©,

­®±¨²¥«¨ ª®²®°»µ ±®¤¥°¦ ²±¿ ¢ ª®¬¯ ª²¥ K � 
, ®¡®§­ · ¥²±¿ Dm
K (
).

98. �³±²¼ 
 | ®¡« ±²¼ ¢ Rn. �®ª § ²¼, ·²® ´³­ª¶¨¨

pK;m(x) = sup
j�j6m
t2K

j@�x(t)j (K ¯°®¡¥£ ¥² ª®¬¯ ª²» ¢ 
; m 2 N)

¿¢«¿¾²±¿ ¯®«³­®°¬ ¬¨ ­  ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ C1(
) ¢±¥µ ¡¥±ª®­¥·­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»µ

¢ ®¡« ±²¨ 
 ´³­ª¶¨©. �°®±²° ­±²¢® C1(
), ­ ¤¥«¥­­®¥ ¬³«¼²¨­®°¬®©, ±®±²®¿¹¥© ¨§ ³ª § ­­»µ

¯®«³­®°¬ ®¡®§­ · ¥²±¿ E (
). �£® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ´³­ª¶¨©, ­®±¨²¥«¨ ª®²®°»µ

±®¤¥°¦ ²±¿ ¢ ª®¬¯ ª²¥ K � 
, ®¡®§­ · ¥²±¿ DK(
).

99. �®ª § ²¼, ·²® ­  ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥n
x 2 C1(Rn) : 8 k;m 2 N sup

j�j6m
t2Rn

(1 + jtj)k � j@�x(t)j < +1
o

¡»±²°® ³¡»¢ ¾¹¨µ ´³­ª¶¨© ±«¥¤³¾¹¨¥ ´³­ª¶¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«³­®°¬ ¬¨

p�;�(x) := sup
t2Rn

jt� � @�x(t)j, p0�;�(x) :=
R
Rn

jt� � @�x(t)jdt, p00�;�(x) :=
� R
Rn

jt� � @�x(t)j2 dt
� 1

2
,

  ¬³«¼²¨­®°¬»

M1 =
n
p�;� : �; � 2 Nn

o
; M2 =

n
p0�;� : �; � 2 Nn

o
; M3 =

n
p00�;� : �; � 2 Nn

o
½ª¢¨¢ «¥­²­». �²® ¯°®±²° ­±²¢®, ­ ¤¥«¥­­®¥ ²®¯®«®£¨¥©, ¯®°®¦¤¥­­®© «¾¡®© ¨§ ³ª § ­­»µ

¬³«¼²¨­®°¬, ®¡®§­ · ¥²±¿ S (Rn) ¨«¨ S(Rn).

100. �®ª § ²¼, ·²® ­  ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ C1
0 (
) ¢±¥µ ¡¥±ª®­¥·­® ¤¨´´¥°¥­¶¨°³¥¬»µ

¢ ®¡« ±²¨ 
 � Rn ´³­ª¶¨© ± ª®¬¯ ª²­»¬¨ ­®±¨²¥«¿¬¨ ´³­ª¶¨¨

p
(x) :=
X
n2N


n � sup
j�j6
n

sup
t2KnnKn�1

j@�x(t)j, q
(x) := sup
n>0


n � sup
j�j6
n

sup
t2
nKn

j@�x(t)j,

£¤¥ 
 2 NN,   fKngn2N | ¢®§° ±² ¾¹ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ª®¬¯ ª²®¢,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹ ¿

®¡« ±²¼ 
, ¿¢«¿¾²±¿ ¯®«³­®°¬ ¬¨. �®ª § ²¼, ·²® ¬³«¼²¨­®°¬»

M =
n
p
 : 
 2 NN

o
¨ N =

n
q
 : 
 2 NN

o
­  C1

0 (
) ½ª¢¨¢ «¥­²­». �°®±²° ­±²¢® C1
0 (
), ­ ¤¥«¥­­®¥ ²®¯®«®£¨¥©, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© «¾¡®© ¨§

½²¨µ ¬³«¼²¨­®°¬, ®¡®§­ · ¥²±¿ D(
).

101. �®ª § ²¼ ¯®«­®²³ ¯°®±²° ­±²¢ Em(Rn), E (Rn), S (Rn), Dm
K (Rn), DK(R

n) ¨ D(Rn).

�¢«¿¾²±¿ «¨ ®­¨ ¯°®±²° ­±²¢ ¬¨ �°¥¸¥? �®°¬¨°³¥¬» «¨ ®­¨?

102. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¯°®±²° ­±²¢ E (Rn), S (Rn), DK(R
n), D(Rn) ­¥¯°¥°»¢¥­

®¯¥° ²®° ¤¨´´¥°¥­¶¨°®¢ ­¨¿ @� : x 7! @�x.

103. �®ª § ²¼ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ¨ ¯«®²­®±²¼ ¢«®¦¥­¨©:
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D(Rn) � S (Rn) � E (Rn) � E k(Rn).

104. �³±²¼ ´³­ª¶¨¿ x ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ®¤­®¬³ ¨§ ¯°®±²° ­±²¢: D(Rn); S (Rn); E (Rn) ¨«¨

Em(Rn). �µ®¤¿²±¿ «¨ ¢ ª ª®¬-«¨¡® ¨§ ½²¨µ ¯°®±²° ­±²¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨:

1

n
x(t);

1

n
x(nt);

1

n
x(

t

n
) (n 2 N) ?

105. �®ª § ²¼, ·²® ¯°®±²° ­±²¢® A (D) ¢±¥µ  ­ «¨²¨·¥±ª¨µ ´³­ª¶¨© ¢ ®²ª°»²®¬ ¥¤¨-

­¨·­®¬ ª°³£¥ D ± ²®¯®«®£¨¥© ª®¬¯ ª²­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ­±²¢®¬ �°¥¸¥, ­® ­¥

­®°¬¨°³¥¬®.

106. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¬­®¦¥±²¢® A � D(Rn) ®£° ­¨·¥­®, ²® ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ­®±¨²¥«¥© ¢±¥µ

´³­ª¶¨© ¨§ A ®²­®±¨²¥«¼­® ª®¬¯ ª²­® ¢ Rn.

107. �®ª § ²¼, ·²® ¯°®±²° ­±²¢  A (D), DK(R
n), E (Rn), S (Rn) ¨ D(Rn) ¿¢«¿¾²±¿ ¬®­²¥-

«¥¢±ª¨¬¨, ².¥. ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ­¨µ «¾¡®¥ § ¬ª­³²®¥ ®£° ­¨·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢® ª®¬¯ ª²­®.

108. �®ª § ²¼, ·²® ­  ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ K1 :=
S
n2N

Kn ±«¥¤³¾¹¨¥ ´³­ª¶¨¨ ¿¢«¿¾²±¿

¯®«³­®°¬ ¬¨: p
(x) :=
X
n2N


n � jxnj; 
 2 NN. �²® ¯°®±²° ­±²¢® ±·¨² ¥²±¿ ­ ¤¥«¥­­»¬

¬³«¼²¨­®°¬®© M =
n
p
 : 
 2 NN

o
.

109. �®ª § ²¼, ·²® ¯°®±²° ­±²¢  s ¨ K1 ¿¢«¿¾²±¿ ¬®­²¥«¥¢±ª¨¬¨.

110. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ®²®¡° ¦¥­¨¿:

1) Em(
) 3 x 7! ' � x 2 Em(
) (' 2 Em(
));
2) Em(
)� Em(
) 3 (x; y) 7! x � y 2 Em(
):

111. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯°®±²° ­±²¢  Y ¤«¿ ­¥¯°¥-

°»¢­®±²¨ «¨­¥©­®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ A : D(
) ! Y ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» ¤«¿ «¾¡®£®

ª®¬¯ ª²  K � 
 ¡»«® ­¥¯°¥°»¢­® ®²®¡° ¦¥­¨¥ A : DK(
)! Y .

112. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X 2
n
Em(Rn); E (Rn); S (Rn); Dm

K (Rn); DK(R
n); D(Rn)

o
, ²® ¤«¿

«¾¡®£® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯°®±²° ­±²¢  Y ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥­±²¢® B(X; Y ) = L(X; Y ).

113. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X 2 f s; c; c0; lp (0 < p 6 +1); K1 g, ²® ¤«¿ «¾¡®£® ²®¯®«®£¨·¥-
±ª®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯°®±²° ­±²¢  Y ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥­±²¢® B(X; Y ) = L(X; Y ).

114. �«¿ ¬³«¼²¨­®°¬¨°®¢ ­­»µ ¯°®±²° ­±²¢ X; Y; Z 2 fs; c; c0; lp (0 < p 6 +1); K1 g
¨±±«¥¤®¢ ²¼ ­  ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ (¡¨)«¨­¥©­»¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿:

A : X ! Y; u : X � Y ! Z

1) Afxng = (0; x1; x2; : : :); 4) u(x; y) = fxn � yng;

2) Afxng = (x2; x3; x4; : : :); 5) u(x; y) = f
nP

k=1

2�kxk � ykg;

3) Afxng = fan � xng (fang 2 s); 6) u(x; y) = fan �
nP

k=1

xk � yn�kg (fang 2 s):

115. � ³±«®¢¨¿µ ¯°¥¤»¤³¹¥© § ¤ ·¨ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ®¯¥° ²®°» 1)-3) ­  ª®¬¯ ª²­®±²¼.

116. �®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¢¥ª²®°­®£® ¯°®±²° ­±²¢  Y «¾¡®¥ «¨­¥©­®¥

®²®¡° ¦¥­¨¥ A : K1 ! Y ­¥¯°¥°»¢­®.

117. � ª¨¥ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ´³­ª¶¨®­ «®¢ ­¥¯°¥°»¢­» ­  ¯°®±²° ­±²¢ µ E (R); S (R); D(R)
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1) �(x) := x(0); 2)

nX
k=1

ak � �(k)(x);

3) V:p:

+1Z
�1

x(t)

t
dt := lim

�!+0

� ��Z
�1

+

+1Z
�

�
x(t)

t
dt;

4) V:p:

+1Z
�1

x(t) � x(0)

t2
dt := lim

�!+0

� ��Z
�1

+

+1Z
�

�
x(t)� x(0)

t2
dt ?

118. �®ª § ²¼, ·²® ­¥¯°¥°»¢­® ®²®¡° ¦¥­¨¥

F : S (R)3 x 7! F (x) 2 S (R) ; £¤¥ F (x)(t) :=
1

p
2�

V:p:

+1Z
�1

x(t) e�ist ds:

119. �®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ §»¢ ¥²±¿ ¡®°­®«®£¨·¥±ª¨¬, ¥±«¨ ª ¦¤®¥

¥£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢®, ¯®£«®¹ ¾¹¥¥ «¾¡®¥ ®£° ­¨·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¿¢«¿¥²±¿ ®ª°¥±²­®±²¼¾ ­³«¿.

�®ª § ²¼, ·²® ª ¦¤®¥ ¯®«³¬¥²°¨§³¥¬®¥ ��� ¿¢«¿¥²±¿ ¡®°­®«®£¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬.

120. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X | ¡®°­®«®£¨·¥±ª®¥ ���, ²® ¤«¿ «¾¡®£® ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¢¥ª-

²®°­®£® ¯°®±²° ­±²¢  Y ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥­±²¢® B(X; Y ) = L(X; Y ).

121. � ¬ª­³²®¥  ¡±®«¾²­® ¢»¯³ª«®¥ ¯®£«®¹ ¾¹¥¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ��� ­ §»¢ ¥²±¿ ¡®·-

ª®©. �®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¢¥ª²®°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ §»¢ ¥²±¿ ¡®·¥·­»¬, ¥±«¨ ª ¦¤ ¿ ¡®·ª  ¢ ­¥¬

¿¢«¿¥²±¿ ®ª°¥±²­®±²¼¾ ­³«¿. �®ª § ²¼, ·²® ª ¦¤®¥ ¡½°®¢±ª®¥ ¨, ¢ · ±²­®±²¨, ª ¦¤®¥ ¯®«­®¥

¯®«³¬¥²°¨§³¥¬®¥ ��� ¿¢«¿¥²±¿ ¡®·¥·­»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬.

122. �®ª § ²¼, ·²® ª ¦¤®¥ ±¥ª¢¥­¶¨ «¼­® ¯®«­®¥ ¡®°­®«®£¨·¥±ª®¥ ��� ¿¢«¿¥²±¿ ¡®·¥·­»¬

¯°®±²° ­±²¢®¬.

3. �®°¬¨°®¢ ­­»¥ ¯°®±²° ­±²¢ .

123. �®ª § ²¼, ·²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ´³­ª¶¨¨ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ BV [a; b] ¿¢«¿¾²±¿ ­®°¬ ¬¨, ¯°¨-

·¥¬ ½²¨ ­®°¬» ½ª¢¨¢ «¥­²­»:

jjxjj1 := jx(a)j+ V (x); jjxjj2 := jx(c)j+ V (x); c 2 [a ; b] :

�¢«¿¥²±¿ «¨ ½²® ¯°®±²° ­±²¢® ¡ ­ µ®¢»¬?

124. �®ª § ²¼, ·²® ­  ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ H�[a; b] ¢±¥µ £�¥«¼¤¥°®¢»µ ´³­ª¶¨© ­ 

®²°¥§ª¥ [a; b] ±«¥¤³¾¹¥¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ­®°¬®©:

jjxjj := sup
a6t6b

jx(t)j+ sup
a6t<s6b

jx(t)� x(s)j

jt� sj�
:

�°®±²° ­±²¢® H�[a; b] ¢±¥£¤  ±·¨² ¥²±¿ ­ ¤¥«¥­­»¬ ½²®© ­®°¬®©. �¢«¿¥²±¿ «¨ ½²® ¯°®±²° ­±²¢®

¡ ­ µ®¢»¬?

125. �®ª § ²¼, ·²® ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ C[a; b] ±«¥¤³¾¹¥¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ­®°¬®©:

jjxjjL :=
bR
a

jx(t)j dt. � ª ±¢¿§ ­  ½²  ­®°¬  ± ®¡»·­®© ­®°¬®© ­  C[a; b] ? �®ª § ²¼, ·²® C[a; b] ±

­®°¬®© jjxjjL ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«­»¬.
126. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X | ­®°¬¨°®¢ ­­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, X0 | ¥£® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®, ²®

´ ª²®°-¯®«³­®°¬  jjujj := inf
x2u

jjxjjX ­  ´ ª²®°-¯°®±²° ­±²¢¥ X=X0
§ ¤ ¥² ´ ª²®°-²®¯®«®£¨¾.

127. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X | ­®°¬¨°®¢ ­­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, X0 | ¥£® § ¬ª­³²®¥ ¯®¤¯°®-

±²° ­±²¢®, ¨ ´ ª²®°-¯°®±²° ­±²¢® X=X0
¯®«­®, ²® ¨ ¯°®±²° ­±²¢® X ¯®«­®.
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128. � ª¨¥ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ®²®¡° ¦¥­¨© ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ C2[a; b] ¿¢«¿¾²±¿ ­®°¬ ¬¨:

1) jjxjj1 := jx(a)j+ jx0(a)j+ jjx00jjC[a;b];

2) jjxjj2 := jx(a)j+ jjx00jjC[a; b];

3) jjxjj3 := jx(a)j+ jx0(b)j+ jjx00jjC[a;b];

4) jjxjj4 := jx(a)j+ jjx0jjC[a;b] + jjx00jjC[a; b] ?

� ª ®­¨ ±¢¿§ ­» ± ®¡»·­®© ­®°¬®© ­  C2[a; b] ?

129. �®ª § ²¼, ·²® ª ¦¤®¥ ­®°¬¨°®¢ ­­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ¬®¦­® ¯®¯®«­¨²¼, ².¥. ±³¹¥-

±²¢³¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¨§®¬®°´¨§¬  ¡ ­ µ®¢® ¯°®±²° ­±²¢®, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ¤ ­­®¥

¢ ª ·¥±²¢¥ ¯«®²­®£® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ .

130. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ¡ ­ µ®¢  ¯°®±²° ­±²¢  ¨ ­¥¢®§° ±² ¾¹¥© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¥£®

§ ¬ª­³²»µ, ®£° ­¨·¥­­»µ ¨  ¡±®¾²­® ¢»¯³ª«»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢, ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ª®²®°»µ ¯³±²®.

131. � ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¥ E = fx 2 C[0; 1] : x(0) = 0 g ¯°®±²° ­±²¢  C[0; 1] ­ ©²¨ ¬­®¦¥±²¢®
¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢ ­ ¨«³·¸¥£® ¯°¨¡«¨¦¥­¨¿ ª ½«¥¬¥­²³ x0 � 1.

132. � ¯°®±²° ­±²¢¥ C[0; 1] ­ ©²¨ ° ±±²®¿­¨¥ dist(x0; E), ¥±«¨

1) x0(t) = t, E = fx 2 C[0; 1] : x(t) � c 2 Rg;
2) x0(t) = t2, E = fx 2 C[0; 1] : x(t) = at + b; a; b 2 Rg.
133. � ¯°®±²° ­±²¢¥ l2 ­ ©²¨ ° ±±²®¿­¨¥ dist(x0; En), ¥±«¨

x0 = (1; 0; : : : ; 0), En = fx 2 l2 :
nP

k=1

xk = 0 g.

�³¹¥±²¢³¥² «¨ ¯°¥¤¥« lim
n!1

dist(x0; En) ? �±«¨ ¤ , ²® ·¥¬³ ®­ ° ¢¥­ ?

134. � ¯°®±²° ­±²¢¥ L2(0; 1) ­ ©²¨ ° ±±²®¿­¨¥ dist(x0; E), ¥±«¨

x0(t) = t2, E = fx 2 L2(0; 1) :

1Z
0

x(t) dt = 0 g.

135. �«¿ ­®°¬¨°®¢ ­­»µ ¯°®±²° ­±²¢ X; Y; 2 fc; c0; lp (1 6 p 6 +1) g ­ ©²¨ ­®°¬³

®¯¥° ²®°  A : X ! Y , ¥±«¨

1) Afxng = (0; a1x1; a2x2; : : :), 2) Afxng = (a2x2; a3x3; a4x4; : : :), 3) Afxng = fan � xng

¯°¨ an � 1 ; an = (�1)n ; an =
1

n
; an =

1

n2
; an =

1
p
n
; an =

1

ln(n+ 1)
.

136. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ®²®¡° ¦¥­¨¥ L1(R)� L1(R) 3 (x; y) 7! x � y 2 L1(R).

137. � ±«³· ¥, ª®£¤  X; Y 2
n
C[0; 1]; C1[0; 1]; L1(0; 1); L2(0; 1)

o
, ¢»¿±­¨²¼, ¡³¤¥² «¨

®²®¡° ¦¥­¨¥ A : X ! Y , ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ¯® ´®°¬³«¥

1) Ax(t) = t2 � x(0); 3) Ax(t) =
tR
0

x(s) ds;

2) Ax(t) = x2(t); 4) Ax(t) = t �
tR
0

x(s) ds;

®¯°¥¤¥«¥­® ­ X , «¨­¥©­®, ­¥¯°¥°»¢­® ? � ©²¨ ­®°¬» ²¥µ ¨§ ®¯¥° ²®°®¢, ª®²®°»¥ ­¥¯°¥°»¢­».

138. � ª¨¥ ¨§ ®¯¥° ²®°®¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© § ¤ ·¨ ª®¬¯ ª²­»?
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139. � ±«³· ¥, ª®£¤  X; Y 2
n
C[0; 1]; C1[0; 1]; L1(0; 1); L2(0; 1)

o
, ¢»¿±­¨²¼, ¡³¤¥² «¨

®²®¡° ¦¥­¨¥ A : X ! Y , ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ¯® ´®°¬³«¥

1) Ax(t) = x(t2); 4) Ax(t) =
1R
0

sin �(t� s)x(s) ds;

2) Ax(t) = x0(t); 5) Ax(t) =
1R
0

sin �(t+ s)x(s) ds;

3) Ax(t) = t �
1R
0

x(s) ds; 6) Ax(t) =
tR
0

et�sx(s) ds;

®¯°¥¤¥«¥­® ­ X , «¨­¥©­®, ­¥¯°¥°»¢­® ? � ©²¨ ­®°¬» ²¥µ ¨§ ®¯¥° ²®°®¢, ª®²®°»¥ ­¥¯°¥°»¢­».

140. � ª¨¥ ¨§ ®¯¥° ²®°®¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© § ¤ ·¨ ª®¬¯ ª²­»?

141. �®ª § ²¼, ·²® «¾¡®© ­¥¯°¥°»¢­»© «¨­¥©­»© ´³­ª¶¨®­ « f ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ Kn ¨¬¥¥²

¢¨¤ f(x) =
nP

k=1

xk yk, £¤¥ y 2 Kn , ¯°¨·¥¬ jjf jj = jjyjj.
142. �®ª § ²¼, ·²® «¾¡®© ­¥¯°¥°»¢­»© «¨­¥©­»© ´³­ª¶¨®­ « f ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ c0 ¨¬¥¥²

¢¨¤ f(x) =
1P
k=1

xk yk, £¤¥ y 2 l1, ¯°¨·¥¬ jjf jj = jjyjj.
143. �®ª § ²¼, ·²® «¾¡®© ­¥¯°¥°»¢­»© «¨­¥©­»© ´³­ª¶¨®­ « f ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ lp

(1 6 p <1) ¨¬¥¥² ¢¨¤ f(x) =
nP

k=1

xk yk, £¤¥ y 2 lq (1
p
+ 1

q
= 1), ¯°¨·¥¬ jjf jj = jjyjj.

144. �®ª § ²¼, ·²® «¾¡®© ­¥¯°¥°»¢­»© «¨­¥©­»© ´³­ª¶¨®­ « f ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ Lp(0; 1)

(1 6 p <1) ¨¬¥¥² ¢¨¤ f(x) =
1R
0

x(s)y(s) ds, £¤¥ y 2 Lq(0; 1) (1
p
+ 1

q
= 1), ¯°¨·¥¬ jjf jj = jjyjj.

145. �®ª § ²¼, ·²® «¾¡®© ­¥¯°¥°»¢­»© «¨­¥©­»© ´³­ª¶¨®­ « f ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ C[a; b]

¨¬¥¥² ¢¨¤ f(x) =
1R
0

x(s) dy(s), £¤¥ y 2 BV [a; b], ¯°¨·¥¬ jjf jj = V (y).

146. �®ª § ²¼, ·²® «¾¡®© ­¥¯°¥°»¢­»© «¨­¥©­»© ´³­ª¶¨®­ « f ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ s ¨¬¥¥²

¢¨¤ f(x) =
1P
k=1

xk yk, £¤¥ y 2 K1 .

147. �®ª § ²¼, ·²® «¾¡®© ­¥¯°¥°»¢­»© «¨­¥©­»© ´³­ª¶¨®­ « f ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ K1 ¨¬¥¥²

¢¨¤ f(x) =
1P
k=1

xk yk, £¤¥ y 2 s.

148. �³¹¥±²¢³¾² «¨ ­¥¯°¥°»¢­»¥ «¨­¥©­»¥ ´³­ª¶¨®­ «» ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ lp (0 < p < 1) ?

� ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ Lp(0; 1) (0 < p < 1) ?

149. �«¿ ¯°®±²° ­±²¢ X; Y 2 f c0; lp (1 6 p < +1) g ­ ©²¨ ±®¯°¿¦¥­­»© ª ®¯¥° ²®°³

A : X ! Y , ¥±«¨

1) Afxng = (0; a1x1; a2x2; : : :), 2) Afxng = (a2x2; a3x3; a4x4; : : :), 3) Afxng = fan � xng.

150. �«¿ ¯°®±²° ­±²¢ X; Y 2
n
C[0; 1]; Lp(0; 1) (1 6 p < +1)

o
, ­ ©²¨ ±®¯°¿¦¥­­»© ª

®¯¥° ²®°³ A : X ! Y , ¥±«¨

1) Ax(t) = x(t2); 4) Ax(t) =
1R
0

sin �(t� s)x(s) ds;

2) Ax(t) = x0(t); 5) Ax(t) =
1R
0

sin �(t+ s)x(s) ds;

3) Ax(t) = t �
1R
0

x(s) ds; 6) Ax(t) =
tR
0

et�sx(s) ds:
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151. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  ª®¬¯ ª²­®±²¼ ®¯¥° ²®° A : X ! Y , ®¯°¥¤¥«¿¥¬»© ° ¢¥­±²¢®¬

Ax(t) =
dx

dt
, ¥±«¨

1) X = C1[a; b], Y = C[a; b]; 2) X = C2[a; b], Y = C1[a; b]; 3) X = C2[a; b], Y = C[a; b].

152. �®ª § ²¼ ª®¬¯ ª²­®±²¼ ®¯¥° ²®°  ¢«®¦¥­¨¿ J : C1[a; b]! C[a; b], Jx = x.

153. �±±«¥¤®¢ ²¼ ­  ª®¬¯ ª²­®±²¼ ®¯¥° ²®° ¢«®¦¥­¨¿ J : l1 ! l2.

154. � ©²¨ °¥§®«¼¢¥­²³ ®¯¥° ²®°  A : C[0; 1]! C[0; 1], ¥±«¨

1) Ax(t) =
tR
0

x(s) ds; 4) Ax(t) =
1R
t

x(s) ds;

2) Ax(t) =
tR
0

sx(s) ds; 5) Ax(t) =
1R
t

sx(s) ds;

3) Ax(t) =
tR
0

s2x(s) ds; 6) Ax(t) =
1R
t

s2x(s) ds:

155. � ©²¨ ±¯¥ª²° ®¯¥° ²®°  A : c0 ! c0, Ax := (0; x1;�x2; x3;�x4; : : :).
156. � ©²¨ ±¯¥ª²° ®¯¥° ²®°  A : l2 ! l2, Ax := (x2; x3; x4; : : :).

157. � ©²¨ ±¯¥ª²° «¼­»© ° ¤¨³± ®¯¥° ²®°  A : C[0; a]! C[0; a], ®¯°¥¤¥«¿¥¬®£® ° ¢¥­±²¢®¬

Ax(t) = t � x(t).
158. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ��� ª ¦¤»© ¢»¯³ª«»© ª®¬¯ ª² ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤­³ ª° ©­¾¾ ²®·ª³.

159. � ©²¨ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ±®¯°¿¦¥­­®¥ ª ¯°®±²° ­±²¢³ c.

160. �®ª § ²¼, ·²® ª ¦¤®¥ § ¬ª­³²®¥ ¢»¯³ª«®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ��� ±« ¡® § ¬ª­³²®.

161. �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ¡ ­ µ®¢  ¯°®±²° ­±²¢  ¨ ¥£® § ¬ª­³²®£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ , ­¥ ¿¢«¿¾-

¹¥£®±¿ ±« ¡® § ¬ª­³²»¬.

162. �®ª § ²¼, ·²® ª ¦¤®¥ ±« ¡® ®£° ­¨·¥­­®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ��� ®£° ­¨·¥­®.

163. �¢«¿¥²±¿ «¨ ¯°®±²° ­±²¢® C[0; 1] ±« ¡® ¯®«­»¬ ?

164. � ©²¨ ¬­®¦¥±²¢  ª° ©­¨µ ²®·¥ª § ¬ª­³²»µ ¥¤¨­¨·­»µ ¸ °®¢ ¢ ¯°®±²° ­±²¢ µ l1, c0,

c, l1, C[a; b], L1[a; b], L1[a; b].

165. �®ª § ²¼, ·²® ¯°®±²° ­±²¢  l1, c0, c, l1, C[a; b], L1[a; b], L1[a; b] ­¥ °¥´«¥ª±¨¢­».

166. �®ª § ²¼, ·²® ¡ ­ µ®¢® ¯°®±²° ­±²¢® °¥´«¥ª±¨¢­® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  °¥-

´«¥ª±¨¢­® ¥£® ±®¯°¿¦¥­­®¥.

167. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X ¨ Y | «®ª «¼­® ¢»¯³ª«»¥ ¯°®±²° ­±²¢ , A 2 L(X; Y ) ¨ ­ -

¯° ¢«¥­­®±²¼ fxjgj2J ±« ¡® ±µ®¤¨²±¿ ª x, ²® ­ ¯° ¢«¥­­®±²¼ fAxjgj2J ±« ¡® ±µ®¤¨²±¿ ª Ax.

168. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X ¨ Y | ­®°¬¨°®¢ ­­»¥ ¯°®±²° ­±²¢ , A 2 K(X; Y ) ¨ ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼­®±²¼ fxngn2N ±« ¡® ±µ®¤¨²±¿ ª x, ²® jjAxn � Axjj ! 0 ¯°¨ n!1.

169. �®ª § ²¼, ·²® «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° Ax(t) =
dx

dt
¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ C[0; 1] ± ®¡« ±²¼¾

®¯°¥¤¥«¥­¨¿ domA := fx 2 C1[0; 1] : x(0) = 0g § ¬ª­³².
170. �®ª § ²¼, ·²® «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° Ax(t) =

d2x

dt2
¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ C[0; 1] ± ®¡« ±²¼¾

®¯°¥¤¥«¥­¨¿ domA := fx 2 C2[0; 1] : x(0) = 0; x(1) = 0g § ¬ª­³².
171. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨X | ¡®·¥·­®¥,   Y | «®ª «¼­® ¢»¯³ª«®¥ ¯°®±²° ­±²¢  ¨ ¬­®¦¥±²¢®

A � L(X; Y ) ¯®²®·¥·­® ®£° ­¨·¥­®, ²® ¤«¿ «¾¡®© ®ª°¥±²­®±²¨ V ­³«¿ ¢ Y ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿

®ª°¥±²­®±²¼ U ­³«¿ ¢ X , ·²® 8A 2 A A(U) � V .
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172. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X | ¡®·¥·­®¥,   Y | ±¥ª¢¥­¶¨ «¼­® ¯®«­®¥ «®ª «¼­® ¢»¯³ª«®¥

¯°®±²° ­±²¢ , ²® ¯°®±²° ­±²¢® Ls(X; Y ) ±¥ª¢¥­¶¨ «¼­® ¯®«­®.

173. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ X | ¡®·¥·­®¥,   Y | «®ª «¼­® ¢»¯³ª«®¥ ¯°®±²° ­±²¢  ¨ ¯®±«¥-

¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fAngn2N � L(X; Y ) ¯®²®·¥·­® ­  X ±µ®¤¨²±¿ ª ­¥ª®²®°®¬³ ®²®¡° ¦¥­¨¾ A, ²®

A 2 L(X; Y ).

174. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ª ¦¤®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X ±¯° ¢¥¤«¨¢»

1) ²®¦¤¥±²¢® �¯®««®­¨¿:

jjz � xjj2 + jjz � yjj2 = 1

2
jjx� yjj2 + 2jjz � 1

2
(x+ y)jj2; x; y; z 2 X .

2) ¨ ­¥° ¢¥­±²¢® �²®«¥¬¥¿:

jjx� ujj � jjy � vjj 6 jjx� yjj � jju� vjj+ jjy � ujj � jjx� vjj; x; y; u; v 2 X .

� ª ª®¬ ±«³· ¥ ­¥° ¢¥­±²¢® �²®«¥¬¥¿ ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ° ¢¥­±²¢® ?

175. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ª ¦¤®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X ±¯° ¢¥¤«¨¢® ²®¦¤¥±²¢® ¯ ° «-

«¥«®£° ¬¬ :

jjx+ yjj2 + jjx� yjj2 = 2
�
jjxjj2+ jjyjj2

�
; x; y 2 X .

176. �®ª § ²¼, ·²® ¢ ª ¦¤®¬ ª®¬¯«¥ª±­®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¯®«¿-

°¨§ ¶¨®­­®¥ ²®¦¤¥±²¢®:

jjx+ yjj2 � jjx� yjj2 = 4Re(x; y); x; y 2 X .

177. �®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¢ ­®°¬¨°®¢ ­­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ X ±¯° ¢¥¤«¨¢® ²®¦¤¥±²¢® ¯ ° «-

«¥«®£° ¬¬ , ²® ´®°¬³« 

(x; y) :=
1

2

�
jjx+ yjj2 � jjx� yjj2

�
; x; y 2 X

®¯°¥¤¥«¿¥² ­  X ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥, ¯®°®¦¤ ¾¹¥¥ ¨±µ®¤­³¾ ­®°¬³ ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  X

¢¥¹¥±²¢¥­­®¥,   ´®°¬³« 

(x; y) :=
1

4

�
jjx+ yjj2 � jjx� yjj2

�
� i

4

�
jjx+ iyjj2 � jjx� iyjj2

�
; x; y 2 X

®¯°¥¤¥«¿¥² ­  X ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥, ¯®°®¦¤ ¾¹¥¥ ¨±µ®¤­³¾ ­®°¬³ ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  X

ª®¬¯«¥ª±­®¥.

178. � ¢¥¹¥±²¢¥­­®¬ ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ l2 ¯®«®¦¨¬ (x; y) :=
1P
k=1

ckxkyk , £¤¥ ¯®±«¥¤®-

¢ ²¥«¼­®±²¼ fckgk2N ² ª®¢ , ·²® 0 < ck < 1; k 2 N. �³¤¥² «¨ ½²  ¡¨«¨­¥©­ ¿ ´®°¬  ±ª «¿°­»¬

¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ? �±«¨ ¤ , ²® ¡³¤¥² «¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ­±²¢® £¨«¼¡¥°²®¢»¬?

179. �®ª § ²¼, ·²® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®

E :=
n
x 2 l2 :

1P
k=1

xk = 0
o

¢±¾¤³ ¯«®²­® ¢ l2.

180. � ¯°®±²° ­±²¢¥ l2 ­ ©²¨ ®°²®£®­ «¼­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ¯®¤¯°®±²° ­±²¢³

E :=
n
x 2 l2 :

nP
k=1

xk = 0
o
.
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181. �®ª § ²¼, ·²® ®°²®£®­ «¼­®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥, ­¥ ±®¤¥°¦ ¹¥¥

­³«¿, «¨­¥©­® ­¥ § ¢¨±¨¬®.

182. �®ª § ²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ´³­ª¶¨©
n

1
p
2�
einx

o
n2Z

¨

1
p
2�
;

1
p
�
sin x;

1
p
�
cos x;

1
p
�
sin 2x;

1
p
�
cos 2x; : : : .

¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ L2(��; �) ¿¢«¿¾²±¿ ®°²®­®°¬¨°®¢ ­­»¬¨.
183. �®ª § ²¼ ®°²®£®­ «¼­®±²¼ ¢ L2(0; �) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ´³­ª¶¨©

1; cos x; cos 2x; : : : ¨ sin x; sin 2x; sin 3x; : : : .

184. � §«®¦¨²¼ ¢ °¿¤ �³°¼¥ ¢ ¨­²¥°¢ «¥ (��; �) ´³­ª¶¨¾ f(x) = x cosx.

185. � §«®¦¨²¼ ¢ °¿¤ �³°¼¥ ´³­ª¶¨¾ f(x) = j sin xj.
186. � §«®¦¨²¼ ¢ °¿¤ �³°¼¥ ´³­ª¶¨¾ f(x) = ln j cos x

2
j.

� ¤ ­¨¥ ±®±² ¢¨« ¤®¶¥­² ª ´¥¤°»

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨£®  ­ «¨§  �¬�� �. �. �¥«¼­¨ª®¢


