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  КІРІСПЕ

         Оқу құралы математика пәні бойынша жоғары оқу орындарының бакалавриат деңгейіндегі типтік оқу бағдарламаларына сәйкес, оқытудың кредиттік технологиясы жүйесінде жазылған. 
         Оқу құралында математикалық талдау негіздерінің «Көп айнымалы функциялардың дифференциалдық есептеулері» тарауы қарастырылған. Студенттер мен оқытушылардың қолдануы үшін дәрістік курс бойынша теориялық түсініктемелер, студенттердің өз бетінше орындауына арналған тапсырмалар, ол тапсырмаларды орындаудың әдістемелік нұсқаулары бар. Сонымен бірге, студенттердің өтілген тақырыптарды игергендігін тексеру үшін  бақылауға арналған сұрақтар, тестік тапсырмалар берілген.
         Оқу құралы мынадай ретпен жазылған: 1) бақылау сұрақтары мен жаттығулар; 2) дәрістік материал; 3) жеке үй тапсырмалары (ЖҮТ); 4) жеке үй тапсырмаларын орындау үлгілері;  5) тестік тапсырмалар.
         Оқу құралы студенттердің білімін жетілдіруге, теориялық білімдерін тәжірибемен ұштастыруға, білімдік технологияларды қолдана отырып, өз жұмыстарын ғылыми тұрғыдан ұйымдастыруына көп көмегін тигізеді деп ойлаймыз.
Көп айнымалы функциялардың дифференциалдық есептеулері
Бақылау сұрақтары мен жаттығулар
1. Екі айнымалы функция дегеніміз не? Оның геометриялық мағынасы неде?

2. Екі айнымалы функцияның анықталу аймағы дегеніміз не? Мысал келтіріңіз.
3. Екі айнымалы функцияның графигі дегеніміз не?

4. Екі айнымалы функцияның шегі деп нені айтамыз? Мысал келтіріңіз.

5. Екі айнымалы функцияның үзіліссіздігінің анықтамасын беріңіз. Мысал келтіріңіз.

6. Екі айнымалы функцияның үзіліс нүктесі деп қандай нүктені айтамыз?

7. Екі айнымалы функция үшін дербес және толық өсімшелер ұғымын беріңіз. Мысалдар келтіріңіз.

8. Екі (көп) айнымалы функцияның дербес туындыларының анықтамаларын беріңіз. Көп айнымалы функцияның дербес туындыларын табу ережесін тұжырымдаңыз. Мысалдар келтіріңіз.

9. Екі (көп) айнымалы функцияның толық дифференциалы дегеніміз не? Мысал келтіріңіз.

10.  Күрделі функцияны дифференциалдау ережесі қандай? Мысал келтіріңіз.

11.  
[image: image2196.bmp] теңдеуімен берілген айқындалмаған функцияның туындысын табу формуласын жазыңыз. Мысал келтіріңіз.
12.  
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 теңдеуімен берілген айқындалмаған функцияның 
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 дербес туындыларының формулаларын жазыңыз. Мысал келтіріңіз. 

13.  Беттің нүктесіне жүргізілген жанама жазықтықтың, нормаль түзудің теңдеулерін жазыңыз.
14.  Бағыт бойынша туынды дегеніміз не, оны қандай формулалармен анықтайды?

15.  
[image: image4.wmf](
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 функциясының берілген нүктедегі градиенті дегеніміз не? Мысал келтіріңіз. Градиенттің негізгі екі қасиетін тұжырымдаңыз.

16.  Жоғарғы ретті дербес туындылардың анықтамасын беріңіз. Екі айнымалы функцияның аралас дербес туындыларының теңдігі туралы теореманы тұжырымдаңыз.

17.   Екі айнымалы функцияның экстремумының қажетті шартын тұжырымдаңыз.
18.   Екі айнымалы функцияның экстремумының жеткілікті шартын және экстремумді табу ережесін тұжырымдаңыз.

19.  Екі айнымалы функцияның тұйық аймақтағы ең үлкен және ең кіші мәндерін  табу ережесін тұжырымдаңыз. Мысал келтіріңіз.

20. Екі айнымалы функцияның стационар нүктелері дегеніміз не? Оны қалай табады? Мысал келтіріңіз.
§1.  Екі айнымалы функция және оның анықталу аймағы
[image: image5.wmf]
         Бірнеше айнымалы функциялардың арасындағы байланысқа мысалдар келтірейік. 

1-мысал. Ұзындығы х, ені у болатын тік төртбұрыштың ауданы 
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формуласымен анықталатындығы белгілі. х пен у өзгергенде 
[image: image7.wmf]S

 ауданы да өзгереді. Бұл жағдайда 
[image: image8.wmf]S

-ті (1) формуламен берілген екі айнымалының функциясы деп атайды. 

2-мысал. Тізбек бөлігіндегі электр тоғының А жұмысы осы бөліктің ұштарындағы 
[image: image9.wmf]U

 потенциалдар айырмасына, 
[image: image10.wmf]I

 тоқ күшіне және 
[image: image11.wmf]t

 уақытқа тәуелді:


[image: image12.wmf].
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Бұл формула да үш айнымалының функциясы болып саналады.

3-мысал. Өлшемдері х, у және 
[image: image13.wmf]z

 болатын тік бұрышты параллелепипедтің көлемі
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                (3)

формуласымен табылады және х, у, 
[image: image15.wmf]z

 айнымалылары бір-біріне тәуелсіз өзгергенде 
[image: image16.wmf]V

 көлемі де өзгереді. Бұл жағдайда 
[image: image17.wmf]V

 айнымалысы х, у және 
[image: image18.wmf]z

 үш айнымалының функциясы болады.

4-мысал.  Қызған дененің қасиеттерін зерттегенде, әдетте, температура уақыт мезетіне және температурасы өлшенетін нүктеге тәуелді айнымалы шама болады.  Температураны Т деп, температурасы өлшенетін нүктені М деп және температурасы өлшенетін уақыт мезетін 
[image: image19.wmf]t

 деп белгілесек, бұл шамалардың арасындағы тәуелділікті мына түрде жазуға болады:
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Айталық М нүктесінің координаттары 
[image: image21.wmf](
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 болсын. Сонда Т температурасының нүкте координаттары мен уақытқа тәуелділігін 
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түрінде жазуға болады. Демек, Т айнымалысы 
[image: image23.wmf](
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 төрт тәуелсіз айнымалылардың функциясы болады.

          Осы сияқты мысалдарды ғылымның, техниканың кез келген саласынан көптеп келтіруге болады.
Анықтама.  Реттелген (х, у) сандар жұбының D жиыны берілсін. Егер әрбір 
(х, у)
[image: image24.wmf]Î

D сандар жұбына қандай да бір f ережесі бойынша z нақты саны сәйкес қойылса, онда D жиынында анықталған екі айнымалы функция берілді дейді де, оны   
[image: image25.wmf](
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[image: image26.wmf]Î

D   (1)   арқылы белгілейді.
         Екі айнымалы функцияда айнымалылар х және у - тәуелсіз айнымалылар (немесе аргументтер), ал  z олардан тәуелді айнымалы (немесе функция) деп аталады. 
         Айнымалылар х және у-тің бірге өзгеретін 
[image: image27.wmf]D

 жиыны екі айнымалы функцияның анықталу аймағы, ал оған сәйкес үшінші z айнымалының Ежиыны функцияның мәндерінің жиыны деп аталады. 
         Екі айнымалының да функциясы бір айнымалының функциясы сияқты кесте, графикалық және аналитикалық түрлердің бірінде берілуі мүмкін. Олардың ішінде аналитикалық түрде берілуі негізгі әрі маңызды. Бұл жағдайда функцияның анықталу аймағы көрсетілмейді, ол есептің шартына байланысты анықталатын болады. Әрине бұл  аймақ үшін х және у айнымалыларының мәндерінің берілген функция мәнін жоймайтын жиыны алынады.
         Формула негізінде тәуелсіз айнымалылардың кейбір мәндер жұбы үшін                  функция мәндерінің кестесін құруға болады. Мысалы, жоғарыдағы S=xy

 үшін келесі кестені құруға болады:   S=xy.
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         Бұл кестеде жол мен баған қиылысында х пен у-тің берілген мәндеріне сәйкес келетін S функция мәні жазылған.
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 функциясының анықталу аймағына тиісті 
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 нүктесіне сәйкес келетін 
[image: image30.wmf](

)

000

;

zfxy

=

 нақты санын бұл функцияның 
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Mxy

 нүктесіндегі мәні деп атайды.
1-мысал.  
[image: image32.wmf]32
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 функциясының 
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 болғандағы мәнін табу керек.

Шешуі.   
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2-мысал.  
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функциясының 
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 нүктесіндегі мәнін табу керек.

Шешуі.  
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3-мысал.  
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 функциясының анықталу аймағын табу керек.
Шешуі.  
[image: image39.wmf]z

айнымалысы 
[image: image40.wmf]22
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 немесе 
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 шарты орындалғанда ғана нақты мәндер қабылдайды. Бұл теңсіздікті центрі координаттар басы болатын, радиусы 1-ге тең дөңгелектің ішінде және жиегінде жатқан нүктелердің координаттары қанағаттандырады. 
         Бұдан, берілген функцияның анықталу облысы – жиегі 
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 болатын тұйықталған аймақ.  

         Берілген функция арқылы анықталатын бет - 
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 сферасының жоғарғы жартысы. (1-сурет)
Жауабы: 
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 жиегі болатын тұйықталған аймақ.  
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  0
х


у
1-сурет

4-мысал.  
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 функциясының анықталу аймағын табу керек.

Шешуі.  
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айнымалысы 
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 болғанда нақты мәндер қабылдайды. 
[image: image49.wmf]xy
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 шартын қанағаттандыратын хОу жазықтығының нүктелері координаттық бұрыштың биссектрисасында жатады. Ал 
[image: image50.wmf]xy
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 шартын қанағаттандыратын нүктелер осы биссектрисаның оң жағында жатады. Бұдан, берілген функцияның анықталу аймағы – координаттық бұрыштың биссектрисасы және осы биссектрисаның оң жағындағы хОу жазықтығының бөлігі  (2-сурет).
Жауабы:  
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5-мысал.  Төмендегі теңсіздіктермен берілген х және у айнымалыларының
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Шешуі.  

1) Берілген теңсіздікті қабырғалары 
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Тік төртбұрыштың қабырғалары қоса енетін мұндай облысты – тұйық облыс деп атайды.
Жауабы: 
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Бұндай облысты (жиегі енбейтін, тек іші ғана енетін) – ашық облыс деп атайды.
Жауабы:  
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Жауабы:  
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Жауабы:  
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         Екі айнымалы функция анықтамасын үш немесе одан да көп айнымалы функциялар үшін жалпылауға болады.

Анықтама. Егер әрбір 
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 нүктесіне қандай да бір f ережесі бойынша анықталған белгілі бір 
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 нақты саны сәйкес қойылса, онда D жиынында анықталган п айнымалы f: 
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 R сандық функция берілді дейді.
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 жиыны функцияның мәндер аймағы деп аталады.
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 шамаларының арасындағы функциялық байланыс бар екенін жалпы түрде көрсетеді, яғни осы шамалардың қандай да біреуі, мысалы, 
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қалған айнымалылардың функциясы. Бұл жағдайда функция  (2) теңдеу арқылы анықталмаған түрде берілді дейді.
§2.  Екі айнымалы функцияның графигі
         хОу жазықтығындағы берілген у=f(x)функциясының графигінің, жалпы алғанда, қандай да бір сызық болатынын білеміз. Осыған ұқсас екі айнымалы функцияның 
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 графигі енді сызық емес қандай да бір бет болатынын көреміз. Дербес жағдайда бұл бет жазықтық болатынын ескерген жөн. Ол беттің хОу жазықтыгындағы проекциясы қайсы бір 
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 жазықтығы бола​тынын ескерсек, осы жазықтықтың қайсы бір 
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 нүктесіне екі айнымалының белгілі бір 
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 мәні сәйкес келетін болады. Сонымен,   кеңістіктің   қайсы   бір   Q  нүктесінің   координаттары 
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 нүктесі оның хОу жазықтығындағы проекциясы болады.         
         Сонымен, 
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 функциясының графигі деп, абсциссалары мен ординаттары сәйкес х пен у мәндері, ал аппликатасы 
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 мәні болатын 
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         Функцияны графиктік тәсілмен беру – осы функцияның графигін көрсету деген сөз.
[image: image91.jpg]



3-сурет
         Сөйтіп, 
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[image: image94.wmf](

)

,

zfxy

=

 функциясының графигі деп аталады. Егер бет екі айнымалының графигі болатын болса, онда 
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 функциясы арқылы берілген теңдеу осы беттің теңдеуі деп аталады. 
         Біз қайсы бір беттерді бұрыннан білеміз. Міне олар екі айнымалының графиктері болып саналады. Солардың қайсы бірлерін еске түсірейік.
а) Эллипстік параболоид (4-сурет) 
[image: image96.wmf]22

22

xy

z

pq

=+

 функциясының графигі болып табылады.

[image: image97.wmf]pq

=

 болған жағдайда  
[image: image98.wmf]22

2

pzxy

=+

 функциясы айналу па​раболоиды болып шығады.

б) Гиперболалық параболоид 
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 функциясының гарфигі болып табылады.
в) Эллипсоидтың үстіңгі жартысы 
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 функциясының графигі, ал оның төменгі жартысы    
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 функциясының графигі болады.
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 теңдеуімен берілген бір қуысты гиперболоид 
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 функциясының графигі болады. Міне, осы 
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 екі айнымалы функция сияқты үш, төрт т.с.с. айнымалы функциялар да анықталады.
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§3.  Функцияның дербес және толық өсімшелері.

         Қандай да бір бетті анықтайтын 
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 функциясы берілсін. Егер у айнымалысын өзгеріссіз қалдырып, х айнымалысына 
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 айырмасын х айнымалысы бойынша 
[image: image109.wmf]z

 функциясының дербес өсімшесі деп атайды және оны 
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          Егер х  айнымалысын өзгеріссіз қалдырып, у айнымалысына 
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 айырмасын у айнымалысы бойынша 
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 функциясының дербес өсімшесі деп атайды және оны 
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         Егер х пен у аргументтеріне сәйкес 
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 функциясының х аргументі бойынша дербес өсімшесін табу керек, егер х  аргументі  3,0-нен   3,2-ге дейін өзгерсе, ал 
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Шешуі.  (1) формуланы пайдаланып, табамыз:
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 функциясының у аргументі бойынша дербес өсімшесін табу керек, егер у аргументі   5-тен   5,4-ке дейін өзгерсе, ал 
[image: image127.wmf]3

x

=

 болса.

Шешуі.  (2) формуланы пайдаланып, табамыз:
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 функциясының толық өсімшесін табу керек, егер х  аргументі  3,0-нен   3,2-ге дейін, ал у аргументі   5-тен   5,4-ке дейін өзгерсе. 
Шешуі.  (3) формуланы пайдаланып, табамыз:
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 болғандықтан, мынаны аламыз:
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         Бұдан, жалпы жағдайда 
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§4.  Екі айнымалы функцияның шегі, 

үзіліссіздігі  және үзіліс нүктелері
         Бір айнымалы у=f(x) функциясын қарастырғанда нүктенің төңірегі деген ұғым енгізілгенін білеміз. Онда х нүктесінің төңірегі деп осы нүктені қамтитын аралықты айтқанбыз. Енді екі айнымалының шегінің ұғымын енгізу үшін хОу жазықтығының  
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 нүктесінің төңірегін қарастыратын боламыз. Сонымен, 
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теңсіздігі орындалатын болса, онда 
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 түрінде жазатын болады. Өйткені 
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 болса, онда бір айнымалы функция сияқты, екі айнымалы функция да шектеусіз аз деп аталады.

         Егер 
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 функциясының шегі болса, онда шектің анықтамасы бойынша 
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1- мысал.   
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  шегін табу керек.  
Шешуі.  
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2-мысал.    
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  функциясының  хОу  жазықтығының координат жүйесінің бас нүктесінде үзілісті болатыны белгілі.  
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 ұмтылғанда берілген функцияның шегі болмайтынын көрсетейік.
         Шынында да, 
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 нүктесіне Ох өсінің бойымен ұмтылатын болса (бұл кезде  у = 0), онда
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      Енді 
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 нүктесі О нүктесіне Oу бойымен ұмтылатын болсын (бұл жерде 
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         Сонымен, көріп отырғанымыздай, Р(х, у) нүктесі 
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 нүктесіне әртүрлі бағыттармен ұмтылғанда берілген функцияның әртүрлі шегі болады екен. Бұл дегеніңіз ол функцияның  
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 ұмтылғанда шегі болмайды деген сөз.
3-мысал.  
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 Бұл «анықталмағандық», оны ашу үшін әуелі түрлендіріп, содан соң бірінші тамаша шекті пайдаланамыз:
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4-мысал.   
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 Бұл «анықталмағандық», оны ашу үшін әуелі түрлендіріп, содан соң екінші тамаша шекті пайдаланамыз:
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  5-мысал.   
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  шекті есепте.

Шешуі.
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  6-мысал.   
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   шекті есепте.
Шешуі.  
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 Ескерту. Бұл жерде 
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 функциясының шегі Р(х; у) нүктесі 
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 нүктесіне қайсы бағытпен ұмтылмасын, тек біреу ғана болуы керек.

          Сонымен бірге, бір айнымалы функция үшін қарастырылған шекке өтудің барлық ережесі ешбір өзгеріссіз екі айнымалы функция үшін де толық орын алатынын ескере кетейік.
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функциясы 
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 нүктесінің белгілі бір маңайында және осы 
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теңдігі орындалса, онда 
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 функциясының  
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 нүктесіндегі үзіліссіздік шартын оған пара-пар
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теңдігі түрінде де жазуға болады, басқаша айтқанда, егер 
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 функциясы а бойынша а = 0 нүктесінде үзіліссіз болса, онда 
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 функциясы 
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 нүктесінде үзіліссіз.

         Егер  х = х0+
[image: image205.wmf]D

х,   у = у0+
[image: image206.wmf]D

у деп алсақ, онда (2) теңдікті
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¢¢

)
түрінде де жазуға болады. Сонымен, 
[image: image211.wmf](

)

00

,

xy

 нүктесінде үзіліссіз функцияның осы нүктедегі шегі функцияның 
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 нүктесіндегі мәніне тең болатынын көреміз.
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 пара-парлықты пайдаланып, (
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        Аймақтың әрбір нүктесінде үзіліссіз функция осы аймақта үзіліссіз деп аталады.
         Функцияның үзіліссіздік шарты орындалмайтын нүктелерді үзіліс нүктелері деп атайды.
        Шектің қасиеттерінен 
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 функцияларының қосындысы, айырмасы, көбейтіндісі және 
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7-мысал.  z = х2 + у2 функциясы х пен у-тің кез келген мәндерінде, яғни  хОу жазықтығының әрбір нүктесінде үзіліссіз, өйткені
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8-мысал.   
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   функциясы   х = 0,  у = 0 нүктесінен басқа барлық нүктелерде анықталған.   у = kх  (k— тұрақты сан) түзуі бойындағы  z мәндерін қарастырсақ,    
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         Бұдан координат басы арқылы өтетін әрбір түзу бойындағы z мәндері k санына тәуелді белгілі бір тұрақты мәнге ие болатынын көреміз. Сондықтан 
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  нүктесіне әртүрлі түзулермен  «келетін» болса (яғни (х,у)
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), онда функция шегі әртүрлі мәнге ие болады. 
         Демек, 
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 нүктесінде f(x,y) функциясының шегі жоқ. Сондықтан бұл нүктеде функция үзілісті. Алайда бұл функция жазықтықтың қалған нүктелерінде үзіліссіз болатынын көру қиын емес.
9-мысал.  
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 функциясының  хОу жазықтығының барлық нүктелерінде үзіліссіз болатынын көрсету керек.
Шешуі.   Функцияның 
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 өсімшесін табамыз:
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         Кез келген 
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 болғандықтан, берілген функия  хОу жазықтығының барлық нүктелерінде үзіліссіз.

10-мысал.  
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 функциясын үзіліссіздікке зерттеу керек.

Шешуі.  Берілген функциядағы бөлшектің алымы мен бөлімі хОу жазықтығының кез келген нүктесінде үзіліссіз функциялар болып табылады. Ал берілген 
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 функциясының 
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 болғанда үзілісті болуы мүмкін. Бұдан, 
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 функциясы хОу жазықтығының,  
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 параболасы бойындағы нүктелерден басқа, кез келген нүктесінде үзіліссіз болады.

11-мысал.  
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  екі айнымалы функцияның үзіліс нүктесін табу керек.
Шешуі.   
[image: image237.wmf](
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үзіліс нүктесі, себебі берілген функцияның 
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 нүктесіндегі шегі мен мәні өзара тең емес:
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12-мысал.  
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 функциясы қайда үзілісті болады?
Шешуі.   
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Ендеше берілген функция 
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 түзуінің бойында үзілісті.

13-мысал.  
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  екі айнымалы функцияның үзіліс нүктесін табу керек.

Шешуі.  
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Ендеше берілген функцияның үзіліс нүктесі (0;0) нүктесі
14-мысал.   
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  функциясын үзіліссіздікке зертте.
Шешуі.   Бұл күрделі функция:  
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 функциясы – үзіліссіз  функция, ал  
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 бөлшек рационал функция, ол 
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 шартын қанағаттандыратын барлық нүктелер жиынында үзіліссіз.

Сондықтан, берілген күрделі функция 
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 түзуінде жатпайтын барлық нүктелер жиынында үзіліссіз, ал 
[image: image252.wmf]yx

=

 түзуінің бойындағы нүктелер – бұл функцияның үзіліс нүктелері болады.

1-ескерту. Екі айнымалы функцияның үзіліс нүктелері тұтас сызықтарды құрауы да мүмкін.

2-ескерту.   Тәуелсіз   айнымалылардың   саны   екіден   көп болатын функция үзіліссіздігі де дәл осы сияқты анықталады.
§5.  Екі айнымалы функцияның дербес 

туындылары мен дифференциалы
Анықтама.  f(x,y) функциясының Р(х,у) нүктесіндегі х бойынша дербес туындысы деп, 
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х өсімшесіне қатынасының 
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  таңбаларының біреуімен белгілейді. Сонымен,
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        f(x,y) функциясының Р(х,у) нүктесіндегі у бойынша дербес туындысы да дәл осылай анықталады және ол 
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  таңбаларының біреуімен белгілейді. Сонымен,
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          Бұл анықтамадан дербес туындыларды есептеу ережелері бір айнымалы функцияның туындыларын есептеу ережелерімен бірдей екенін көреміз. Әрине, бұл жағдайда дербес туынды айнымалылардың қайсысы бойынша ізделініп отырғаны есте болуы керек, ал қалған айнымалылар тұрақты сан рөлін атқарады.
         Жалпы алғанда, көп айнымалы функцияның бірінші ретті туындысы дегеніміз белгілі бір айнымалы бойынша, басқа айнымалыларды тұрақты деп есептегенде, алынған туынды.
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Шешуі.    
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2-мысал.   
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Ескерту. Екі айнымал функция сияқты үш, төрт, т. с. с. айнымалылардың да дербес туындылары үзіліссіз болса, онда ол функциялардың да дифференциалдарын екі айнымалының диффе​ренциалы сияқты табуға болады.
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Бұларды (8) формуласына қоямыз да, берілген функцияның толық дифференциалын табамыз:
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Ендеше, (8) бойынша:
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§6.  Күрделі және айқындалмаған функцияларды 
дифференциалдау

Күрделі функцияны дифференциалдау.
         Айталық 
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         Бұл есептеуде берілген функцияны әуелі х арқылы өрнектеп алып, сосын х бойынша дифференциалдап, толық туындысын табуға болады, яғни
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         Енді екі тәуелсіз айнымалы күрделі функцияны дифференциалдауды қарастырайық.
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5-мысал.  
[image: image440.wmf](

)

3

,3sin,cos,?

x

du

ueyzyxzx

dx

=-===


Шешуі.   (4) бойынша:
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Бұдан,  
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Айқындалмаған  функцияны дифференциалдау.
         Айнымалы х-тің функциясы у теңдеу арқылы берілсе және бұл теңдеу у функциясы арқылы шешіліп тұрмаса, онда мұндай функцияны айқын емес немесе айқындалмаған функция деп атайды. 
         Мысалы, түзудің жалпы 
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 теңдеуінен  у-ті  х-ке тәуелді етіп табуға болмайды. 
Мұндай жағдайларда теңдеуді 
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         Енді (6) теңдеу бойынша  
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 функциясының туындысын табуды қарастырайық.

         Айталық 
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6-мысал.  
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7-мысал.  
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8-мысал.  
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Табу керек:  
[image: image460.wmf].

dy

dx


Шешуі.   
[image: image461.wmf](

)

;ln

x

Fxyarctgy

y

=-

 деп, әуелі мыналарды табамыз:


[image: image462.wmf](

)

2

22

2

22

2

222

22

2

11

;

1

111

.

1

Fy

x

xyyx

y

Fxxxyyx

x

yyyyxy

yyx

y

¶

=×=

¶+

+

æö

¶++

=×--=--=-

ç÷

¶+

+

èø

+


        Табылған туындыларды  (7)-ге қойып, мынаны аламыз:
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         Енді осы айтқандарымызды 
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Анықтама.  Егер екі айнымалы функция 
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Теорема.   Егер 
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Шешуі.    Есептің шарты бойынша  
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§7.  Бағыт бойынша туынды. Функцияның градиенті

 Бағыт бойынша туынды. 
Анықтама.  
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Назар аударыңыз!   Дербес туындылар - бағыт бойынша

туындының дербес жағдайлары.  
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Шешуі.  Берілген функцияның дербес туындыларының 
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Сонда (6) формула бойынша:
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Функцияның градиенті.

Анықтама.  
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түріндегі векторды айтады.
Градиент функцияның берілген нүктедегі ең тез өсу бағытын көрсетеді:
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(6) формуладан 
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Сондықтан кез келген S векторы үшін келесі теңсіздік орындалады:
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Шешуі.  Әуелі 
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 функциясының дербес туындыларының 
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Бұдан, (7) бойынша:

[image: image578.wmf]93.

gradzij

=-


4-мысал.  
[image: image579.wmf]2

3

zxxy

=++

 функциясының 
[image: image580.wmf](

)

1;1

P

-

 нүктесіндегі тез өсу бағытын табу керек.
Шешуі.  Берілген нүктедегі градиенттің бағыты функцияның тез өсуі болатынын білеміз. 
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[image: image586.wmf]gradz

-тің бағыттаушы косинустарын есептейміз:

[image: image587.wmf]111

cos;cos.

1122

ab

===

+


         Бұдан, тез өсу бағыты координат өстерімен 
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 нүктесіндегі туындының бағыт бойынша ең үлкен мәнін табу керек.
Шешуі.  Туындының ең үлкен мәні 
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6-мысал.  
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2) Сонда  функцияның берілген нүктедегі туындысы:
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§8.  Жанама жазықтық және нормаль
  Жанама жазықтық.
          Бет 
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 нүктесі осы бетте жатады дейік.
Анықтама.  Берілген 
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 нүктесі арқылы бетке жүргізілген жанама жазықтық деп 
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 нүктесінде жүргізілген жанама жазықтықтың теңдеуі мына түрде болады:
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         Егер бет 
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 теңдеуімен берілсе, онда оны мына түрде жазуға болады:  
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Сонда   
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және жанама жазықтықтың теңдеуі мына түрге келеді:
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Нормаль түзу.

Анықтама.  
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 нүктесінен жүргізілген жанама жазықтыққа перпендикуляр және 
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 нүктесі арқылы өтетін түзу осы беттің 
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Нормаль түзудің теңдеуі мына түрде болады:
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Егер бет 
[image: image616.wmf](

)

,

zfxy

=

 теңдеуімен берілсе, онда нормаль түзудің теңдеуі мына түрде болады:
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1-мысал.  
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 теңдеуімен берілген бетке 
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 нүктесінен жүргізілген жанама жазықтық пен нормаль түзудің теңдеулерін жаз.

Шешуі.  Функцияның дербес туындыларының 
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 нүктесіндегі мәндерін табамыз. Содан кейін оларды (2), (4)-ке қоямыз:
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Сонда (2) бойынша:
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жанама жазықтықтың теңдеуі.

(4) бойынша:
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2-мысал.  
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 нүктесінен жүргізілген жанама жазықтық пен нормаль түзудің теңдеулерін жаз.

Шешуі.  Шарт бойынша   
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  Дербес туындылардың берілген А нүктесіндегі мәндерін табамыз.
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[image: image630.wmf]    Дербес туындылардың табылған мәндерін (1)-ге қойып, жанама жазықтықтың теңдеуін табамыз:
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 жанама жазықтықтың теңдеуі.

         (3)-ті қолданып, нормаль түзудің теңдеуін табамыз:
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 нормаль түзудің теңдеуі.

3-мысал.  
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 нүктесінен жүргізілген жанама жазықтықтың теңдеуін табу керек, егер 
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Шешуі.  
[image: image637.wmf]00

,

xy

-

дің мәндерін берілген теңдеуге қойып, 
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Бұдан,  
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жанасу нүктесі.
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         Дербес туындылардың табылған мәндерін (1)-ге қойып, жанама жазықтықтың теңдеуін табамыз:
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 жанама жазықтықтың теңдеуі.

§9.  Жоғарғы ретті дербес туындылар мен 

дифференциалдар  
Жоғарғы ретті дербес туындылар.

         Қайсы бір аймақта анықталган екі айнымалы z=f(x, у) функциясы берілген болсын. Оның дербес туындылары

 
[image: image647.wmf](
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тәуелсіз айнымалылар х пен у-тің функциясы болады. Қайсы бір жағдайларда осылар үшін де дербес туындылар бар болады. Онда олар бастапқы функцияның екінші ретті туындылары деп аталып:
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                   (1)
түрлерінде анықталатын болады.

         Бұл шыққан екінші ретті туындыларда тәуелсіз айнымалылардың дербес туындылары да сол тәуелсіз айнымалылардың функция​сы болуы мүмкін. Онда олардан алынған дербес туындылар бастапқы z = f(x; у) функциясының үшінші ретті дербес туынды​лары деп аталады. 
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  дербес туындылары аралас туындылар деп аталады. Осыған байланысты мына теореманы келтіруге болады.

Теорема. Егер дербес туындылар тәуелсіз айнымалылардың функциялары ретінде үзіліссіз функциялар болса, онда аралас де​рбес туындылардың нәтижесі олардың қайсы ретте дифференциалдануынан тәуелді болмайды.

         Дербес жағдайда, мысалы, егер 
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 аралас туынды​лар үзіліссіз функциялар болса, онда олардың арасында
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image654.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image655.wmf]2
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                (2)
теңдігі орын алады.
         Екі айнымалы функцияның үшінші, төртінші, т.с.с., п- ретті дербес туындылары жоғарыдағы екінші ретті дербес туындылар сияқты табылады:
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т.с.с. анықталады.
1-мысал.  
[image: image657.wmf]3223
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Шешуі.  Әуелі 1-ретті дербес туындыны х айнымалысы бойынша табамыз:   
[image: image658.wmf]22
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Бұдан 2-ретті дербес туындыны  у айнымалысы бойынша табамыз:  
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2-мысал.  
[image: image660.wmf]32
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 функциясының аралас дербес туындыларын тауып, олардың өзара тең екенін көрсету керек.
Шешуі.   
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Шыққан нәтижелердің бірдей екенін көрдік.

3-мысал.  
[image: image662.wmf]23
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 функциясының  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image664.wmf]=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image665.wmf]3
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 тең екенін көрсету керек.

Шешуі. Әуелі 1-ретті дербес туындындыларды табамыз:  
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2-ретті туындындыларды табамыз:  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image668.wmf]2
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22

6;

zx

xy

yy

¶

=-+

¶


3-ретті аралас дербес туындыларды тауып, олардың тең екенін көрсетейік:
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Жоғарғы ретті дифференциалдар.  
         Екі айнымалы  z=f(x, у) функциясының дифференциалы 
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формуласымен өрнектелетінін білеміз. Бұл дифференциал функцияның 1-ретті дифференциалы деп аталады да, одан алынған дифференциал функцияның 

2-ретті дифференциалы деп аталады және мына формуламен табылады:
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                (3)
Осы сияқты 3-ретті дифференциалды мына формуламен табылады:
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           (4)
         Бұдан да жоғарғы ретті дифференциалдарды осылай табуға болады.

Жалпы түрде:   
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         Мұнда алдымен өрнекті п дәрежеге дәрежелейді де, содан соң 
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 таңбасының астына 
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 жазады.
4-мысал.  
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321,?

zxyxyydz

=-+-=


Шешуі.   Әуелі 1,2-ретті дербес туындыларды табамыз:
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2-ретті дербес туындыларды (2)-ге қойып, ізделінді 2-ретті дифференциалды табамыз:
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5-мысал.  
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Шешуі.  Әуелі 1,2-ретті дербес туындыларды табамыз:
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2-ретті дербес туындыларды (2)-ге қойып, ізделінді 2-ретті дифференциалды табамыз:
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6-мысал.  
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Шешуі.  Әуелі 1,2-ретті дербес туындыларды табамыз:
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2-ретті дербес туындыларды (2)-ге қойып, ізделінді 2-ретті дифференциалды табамыз:
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§10.  Екі айнымалы функцияның экстремумдері 
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функциясы 
[image: image689.wmf](
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 нүктесінің қандай да бір аймағында анықталсын.

Анықтама.  Егер 
[image: image690.wmf](
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 нүктесінің аймағында жататын әрбір 
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)

;

Pxy

 нүктесіндегі  
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 функциясының мәні ол функцияның 
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 нүктесіндегі мәнінен кіші болса, яғни 
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онда 
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 нүктесін 
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 функциясының максимум нүктесі деп атайды.

Анықтама.  Егер 
[image: image697.wmf](
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 нүктесінің аймағында жататын әрбір 
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 нүктесіндегі  
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 функциясының мәні ол функцияның 
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 нүктесіндегі мәнінен үлкен болса, яғни 
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онда 
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 нүктесін 
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 функциясының минимум  нүктесі деп атайды.

        Функцияның максимум және минимум нүктелерін функцияның экстремум нүктелері деп, ал осы нүктелердегі функцияның мәндерін функцияның максимумы және минимумы немесе экстремумдері деп атайды. (8-сурет)
[image: image704.jpg]



8-сурет

Теорема. (екі айнымалы функцияның экстремумы болуының қажетті шарты) Егер 
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функциясы 
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 нүктесінде дифференциалданатын және осы нүктеде оның дербес туындылары 
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 бар болатын болса, онда ол дербес туын​дылар бұл нүктеде нөлге тең болады, яғни
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Анықтама.   
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   болатын нүктелерді 
[image: image711.wmf](
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функциясының стационар нүктелері деп атайды.
(2) шартының мынадай геометриялық мағынасы бар:  
[image: image712.wmf](
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 бетке стационар нүктеде жүргізілген жанама жазықтық  хОу жазықтығына параллель болады.

1-мысал.  
[image: image713.wmf]22
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 функциясының стационар нүктесін табу керек.
Шешуі.  1-ретті дербес туындыларды табамыз:
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Теңдеулер жүйесін шешеміз:
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Сонда, 
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Бұдан,  
[image: image717.wmf](
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ізделінді стационар нүкте.

        Ал стационар нүктелердің бәрі экстремум нүктелері бола бермейді, (3) шарт тек қажетті ғана.

Теорема. (екі айнымалы функцияның экстремумы болуының  жеткілікті шарты)
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 нүктесі 
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функциясының стационар нүктесі болсын және бұл нүктеде функцияның үзіліссіз 1,2-ретті дербес туындылары бар болсын.
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 нүктесіндегі 2-ретті дербес туындылардың мәндерін былай белгілейміз:
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Осылардан анықтауыш құрамыз:


[image: image722.wmf]2
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        (4)
( бұл анықтауышты – Гессе анықтауышы деп атайды)

Егер 
[image: image723.wmf](
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1) 
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 және А>0 болса, онда 
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 минимум нүктесі, ал  
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 және А<0 болса, онда 
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 максимум нүктесі болады;
2)  
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< 0 болса, онда 
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 нүктесінде функцияның экстремумы жоқ;
3)   
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= 0 болса, онда  
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 нүктесінде экстремум бар болуы да, болмауы да мүмкін. Бұл жағдайда қосымша зерттеулер жүргізу қажет болады. 
 
 1-мысал.  z = х2 + ху + у2 - 2х - у функциясы  хОу жазықтығының барлық нүктесінде анықталған. Оның экстремумын та​бу үшін алдымен қажетті шартты тексерейік:  zx'
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 2х+ у - 2 = 0;    
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= х+2у - 1 = 0 => 
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Сонымен,   
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- стационар нүкте.
Енді жеткілікті шартты тексерейік:

А=2>0;  В=1>0;  С=2>0, ал  
[image: image738.wmf]D

=3 >0 және  А=2 >0 болғандықтан, 
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2-мысал.  z=1+6х-х2- ху - у2 функциясы хОу жазықтығының барлық нүктесінде анықталған. Оның стационар нүктесін табайық.
 zx'
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 6-2х-у = 0;  
[image: image742.wmf]y
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 = -х - 2у = 0 => 
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Ал жеткілікті шарт үшін  
[image: image746.wmf]2,1,2
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 екендіктерін тауып, 
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=5>0 екенін, ал  А=-2 < 0 болғандықтан 
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нүктесінде
 z(Р0)= 13 max мәнін қабылдайтынын көреміз.
3-мысал.  
[image: image750.wmf]22
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 функциясын экстремумға зерттеу керек.
Шешуі.  1) Стационар нүктені табамыз:
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2) 2-ретті дербес туындыларды тауып, олардың 
[image: image752.wmf]0
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 нүктесіндегі мәндерін табамыз:


[image: image753.wmf]222
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3) Бұл мәндерден анықтауыш құрып, функцияның экстремумдерін анықтаймыз:

[image: image754.wmf]21
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болғандықтан, зерттеліп отырған нүктеде функцияның максимумы бар:


[image: image755.wmf](
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4-мысал.  
[image: image756.wmf]33
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 функциясын экстремумға зерттеу керек.

Шешуі.  1) Стационар нүктені табамыз:
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Сонда  
[image: image758.wmf](

)

(

)

12

0;0,2;2

PP

-

стационар нүктелер.

2)  2-ретті дербес туындыларды тауып, олардың 
[image: image759.wmf]0

P

 нүктесіндегі мәндерін табамыз:
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             (*)
         Әуелі 
[image: image761.wmf](
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 нүктесін зерттейміз.  
[image: image762.wmf]0,0
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 болғанда 
[image: image763.wmf]0;6;0.
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  Сонда 
[image: image764.wmf]2
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 болғандықтан, зерттеп отырған стационар нүктеде экстремум жоқ.

         Енді 
[image: image765.wmf](
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 нүктесін зерттейміз.  (*)-ға 
[image: image766.wmf]2,2
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 қойып:  
[image: image767.wmf]12;6;12
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  табамыз.

3)  Бұл мәндерден анықтауыш құрып, функцияның экстремумдерін анықтаймыз:
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болғандықтан, зерттеліп отырған нүктеде функцияның минимумы бар:


[image: image770.wmf](
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5-мысал.   
[image: image771.wmf]3222
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 функциясын экстремумға зерттеу керек.

Шешуі.  1) Стационар нүктені табамыз:
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[image: image773.wmf](
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         Соңғы жүйенің шешімі 4 стационар нүктені береді:
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2) 2-ретті дербес туындыларды таубамыз:
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         Әрбір стационар нүктені зерттейміз:
1) 
[image: image776.wmf](
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  Сонда  
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 болғандықтан, бұл нүктеде функцияның минимумы бар.
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  Сонда  
[image: image780.wmf]0,0
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 болғандықтан, бұл нүктеде функцияның максимумы бар.
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3) 
[image: image782.wmf](
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  Сонда  
[image: image783.wmf]0
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 болғандықтан, бұл нүктеде функцияның экстремумы жоқ.

4) 
[image: image784.wmf](
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  Сонда  
[image: image785.wmf]0
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 болғандықтан, бұл нүктеде функцияның экстремумы жоқ.

§11.  Екі айнымалы функцияның тұйық облыстағы 
ең үлкен және ең кіші мәндері

         Қандай да бір (D) тұйық (жабық) облысында (аймағында) 
[image: image786.wmf](
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 функциясының ең үлкен және ең кіші мәндерін табу ке​рек болсын. Әрине бұл мәндер (D) облысының ішкі бір нүктесінде болатын болса, онда ол нүкте  стационар нүкте болады. Бірақ ол мәндерді функция облыстың шекаралық нүктелерінде де қабылдауы мүмкін. Ендеше, бір айнымалы функция сияқты, екі
айнымалы функцияның да ең үлкен және ең кіші мәндерін табу үшін алдымен (D) облысының стационар  нүктелерін тауып, функцияның осы нүктелердегі және шекаралық нүктелердегі мәндерін тауып, сол мәндерді өзара салыстырып барып табатын боламыз. 
Сонымен,
1) облыстың ішінде жататын стационар нүктеларді табу және осы нүктелердегі функцияның мәндерін есептеу;

2) облыстың шетінде функцияның функцияның мәндерін табу;

3) барлық табылған мәндерді салыстыру, олардың ең кішісі функцияның ең кіші мәні, ал ең үлкені функцияның ең үлкен мәні болады. 

1-мысал.  
[image: image787.wmf](
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 функциясының  х2 + у2 < 9  дөңгелегіндегі ең үлкен және ең кіші мәндерін табу керек.

Шешуі.   
[image: image788.wmf]40;40.
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 Одан, O(0;0) - стационар нүкте. Бұл нүктеде 
[image: image789.wmf](
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         (D) облысының шекарасы х2+у2=9 шеңбері, яғни  у2 = 9-х2, ал 
[image: image790.wmf]33.
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Ендеше, 
[image: image791.wmf]z

 функциясы шекарада

z = 2х2 - 2 (9 - х2) = 4х2 - 18

бір айнымалы функцияға айналады. 
Олай болса z' = 8х. Одан  
[image: image792.wmf]x
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= 0, яғни  
[image: image793.wmf]0
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= 0.   
 Ендеше, z = -18.  Ал 
[image: image794.wmf]33
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 кесіндісінің шеткі нүктелерінде  z(-3)=18; z(3)=18.

      Берілген функциянын барлық стационар және шекаралық нүктелеріңдегі

мәндерін салыстырып, оның ең кіші мәні  z=-18 болатынын, оны  
[image: image795.wmf]x
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0, у=±3, яғни 
[image: image796.wmf](
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 және Р2(0;3) нүктелерінде қабылдайтынын, ал ең үлкен мәні 
[image: image797.wmf]18
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болатынын, оны 
[image: image798.wmf](
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 және  
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)

4

3;0

P

 нүктелерінде қабылдайтынын көреміз.

2-мысал.  
[image: image800.wmf]22
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 функциясының  ең үлкен және ең кіші мәндерін координаттар өсімен  және  
[image: image801.wmf]40
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 түзуімен шектелген АОВ тұйық үшбұрышында табу керек.  (9-сурет)
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Шешуі.  

1) Стационар нүктеларді табамыз:
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Сонда  
[image: image804.wmf](
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стационар нүкте. Бұл нүкте облыстың ішінде жатыр. 
Осы нүктедегі функцияның мәнін есептейміз:


[image: image805.wmf](
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2) Берілген облыстың шекарасы ох өсінің АВ кесіндісінен, оу өсінің ОВ кесіндісінен және АВ кесіндісінен тұрады. Осы үш бөліктегі 
[image: image806.wmf]z

 функциясының ең үлкен және ең кіші мәндерін табамыз.

а)  ОА кесіндісінде:  
[image: image807.wmf]0;04.
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[image: image808.wmf]0
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 болғанда 
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 функциясы бір тәуелсіз айнымалы х бойынша функция болады. Осы функцияның 
[image: image810.wmf][
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 кесіндісіндегі ең үлкен және ең кіші мәндерін табайық:
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Сонда  
[image: image812.wmf](
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стационар нүкте, бұл нүктедегі функцияның мәні:  
[image: image813.wmf](
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б)  ОА кесіндісінің ұштарындағы функцияның мәндерін табайық:


[image: image814.wmf](
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в)  ОВ кесіндісінде:  
[image: image815.wmf]0;04.
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[image: image816.wmf]0
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 болғанда 
[image: image817.wmf]2
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 функциясы бір тәуелсіз айнымалы у бойынша функция болады. Осы функцияның 
[image: image818.wmf][
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 кесіндісіндегі ең үлкен және ең кіші мәндерін табайық:
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Сонда  
[image: image820.wmf](
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стационар нүкте, бұл нүктедегі функцияның мәні:  
[image: image821.wmf](

)

(

)

2

0;23.

zPz

==-


г)  ОВ  кесіндісінің ұштарындағы функцияның мәндерін табайық:


[image: image822.wmf](
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д)  АВ кесіндісінде зерттейміз. АВ кесіндісінің теңдеуі:

[image: image823.wmf]40
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 Бұны берілген 
[image: image824.wmf]z

 функциясына қойып, мынаны аламыз:
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Осы функцияның 
[image: image826.wmf][
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 кесіндісіндегі ең үлкен және ең кіші мәндерін табайық:
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Сонда  
[image: image828.wmf]3
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 стационар нүкте, бұл нүктедегі функцияның мәні:  
[image: image829.wmf](
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Ал  А және В нүктелеріндегі функцияның мәндерін жоғарыда есептедік.
3) Табылған нәтижелерді салыстырсақ:
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Сонда функцияның ең үлкен мәні 
[image: image831.wmf](
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 нүктесінде, ал ең кіші мәні 
[image: image832.wmf](
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 нүктесінде. Сонымен, 
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§12.  Шартты экстремум
         Практикада тәуелсіз айнымалылардың ғана емес, қандай да бір қосымша шарттар арқылы байланысқан (мысалы, қандай да бір берілген теңдеулерді қанағаттандыратын) көп айнымалы функцияның максимумы мен минимумын табуға арналған есептер жиі кездеседі.

         Келесі есепті қарастырайық.  Ауданы 2а-ға тең қаңылтырдан көлемі ең үлкен, параллелепипед пішінді жабық қорап жасау керек.

         Қораптың енін, ұзындығын және биіктігін сәйкес х, у, z арқылы белгілесек, есеп  v = xyz  функциясының

2ху + 2xz + 2yz = 2а
(1)

шарты орындалатындай максимумын табуға саяды. Мұнда шартты экстремум есебі тұр: х, у, z айнымалылары (1) шарт арқылы байланысқан. Енді осындай есептерді шешу әдістерін қарастырамыз.
         Алдымен айнымалылары жалғыз шарт арқылы байланысқан екі айнымалы функцияның шартты экстремумы туралы мәселені қарастырамыз.

         Айнымалылар х және у бір-бірімен 
[image: image834.wmf](
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 теңдеуімен байланыста болған жағдайда   
[image: image835.wmf](
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 функциясын экстремумға зерттеу қажет болсын. Бұл геометриялық тұрғыда былай сипатталады: 
[image: image836.wmf](
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 функциясынан басқа хОу жазықтығынан қандай да бір 
[image: image837.wmf]L

 сызығы берілген және экстремальді нүктелер осы  
[image: image838.wmf]L

 сызығында жатуы мүмкін деген шарт бойынша 
[image: image839.wmf]z

 функциясын экстремумға зерттеу талап етіледі. Бұл нүктелер шартты экстремумның нүктелері, ал х және у айнымалыларын байланыстыратын теңдеу байланыс теңдеуі деп аталады.
         Сонымен жазықтықта орналасқан қисық 
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теңдеуімен берілсін және 
[image: image841.wmf](
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 нүктесі осы қисықтың бойында жатсын:
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Анықтама.  Егер  
[image: image843.wmf](
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 нүктесінде мына шарттар
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орындалса, онда 
[image: image845.wmf](
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 нүктесі жазықтықта орналасқан 
[image: image846.wmf](
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қисығының  ерекше нүктесі деп аталады.

         
[image: image847.wmf](
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 екі айнымалы функциясы 
[image: image848.wmf](
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 нүктесінің қандай да бір 


[image: image849.wmf]e

 аймағында анықталсын, мұндағы  
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Анықтама.   Егер 
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 функциясының экстремумы бар болса және мына теңдік 
[image: image853.wmf](
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 орындалса, онда 
[image: image854.wmf](
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 нүктесі 
[image: image855.wmf](

)

;

zfxy

=

 функциясының 
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 шартын қанағаттандыратын шартты экстремумы деп аталады.

Анықтама.   
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 теңдеуін х және у айнымалыларын байланыстыратын теңдеу деп атайды.
         Егер 
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 теңдеуінен у айнымалысын  х арқылы өрнектеп және оны берілген 
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 функциясына қойсақ, онда х бір айнымалысы бойынша теңдеу аламыз. 
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 шарты берілгенде 
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 функциясын экстремумға зерттеу үшін:

1) Лагранждың көмекші функциясын құру керек:
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мұндағы 
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көмекші белгісіз.

2) Дербес туындыларды 
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 тауып, олардың әрқайсысын нөлге теңестіріп, алынған 
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 үш белгісізі бар үш теңдеуден тұратын жүйені шешу керек.

         Жүйені шешу нәтижесінде функцияның шартты экстремумы болуы мүмкін нүктелерді аламыз, бірақ табылған нүктелерде оның болмауы да мүмкін, себебі жүйе шартты экстремумның тек қажетті шарты ғана.
1-мысал.  
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шартын қанағаттандыратын шартты экстремумын табу керек. 

Шешуі.   Байланыс теңдеуі 
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 параболасын береді. Берілген функцияда у айнымалысын 
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 арқылы ауыстырып, мынаны аламыз:
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         Алынған  
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 функциясын экстремумға зерттейміз.
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 функциясының стационар нүктесі.

Екінші ретті туындыны табамыз:    
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         Екінші ретті туынды оң болғандықтан, табылған стационар нүктеде 
[image: image877.wmf](

)

zx

 функциясының минимумы бар. Байланыс теңдеуіне 
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шартты экстремумы болуы мүмкін нүкте. Бұл нүктеде 
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 функциясының минимумы бар.
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         Шартты экстремумы болуы мүмкін нүктені енді Лагранж көбейткіштерінің  әдісі арқылы анықтаймыз.

1) Лагранждың көмекші функциясын құрамыз. Шарт бойынша 
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 дербес туындыларды табамыз:
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3) Әрбір дербес туындыны нөлге теңестіріп, жүйе аламыз:


[image: image888.wmf]2

2620,

20,

40.

xx

xy

l

l

ì

++=

ï

-+=

í

ï

+-=

î


         Екінші теңдеуден  
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 шартты экстремумы болуы мүмкін нүкте.

         Лагранж көбейткіштерінің  әдісі үш айнымалы функцияны шартты экстремумға зерттеуде қолданылуы мүмкін.
2-мысал.    хОу жазықтығында коор​динат өстерімен және   у + х2 - 3 = 0,
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 параболасымен шектелген фигура берілген. Осы фигураға, қабырғалары координат өстеріне параллель, төбелерінің 
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 біреуі параболада жататын, ауданы ең үлкен тік төртбұрышты іштей сызу керек.

Шешуі.  М төбесінің координаттары х және у болсын (10-сурет). Онда тік төрт-бұрыштың аудаиы   
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 болады.   
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 нүктесі параболада жатқандықтан, оның координаттары парабола теңдеуін қанағаттандырады:
у + х2-3 = 0.
(*)
Сонымен айнымалылары (*) байланыс теңдеуін қанағаттандыратын 
[image: image897.wmf]Sxy

=

 функциясын шартты экстремумге зерттеу керек.
         Лагранж функциясы  
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 түрінде жазылады. Стационар нүктелерді табайық.
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         Сонымен (1;2) – стационар нүкте және оған 
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 Лагранж көбейткіші сәйкес келеді. Енді 
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 Лагранж функциясының (1;2) нүктесіндегі екінші дифференциалын зерттейік:
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         Егер dx пен dy-ті тәуелсіз айнымалылардың дифференциалы ретінде алсақ, онда  
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 функциясының таңбасы сақталмайды (анық емес). Алайда байланыс теңдеуінен dy= -2xdx шығады   да,   ол    (1;2)    нүктесінде    dy = -2dx.   Олай   болса,
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ал бұдан (*) парабола нүктелерінде 
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 болғандықтан, S = ху функциясы
(1;2) нүктесінде шартты максимумге ие болатынын көреміз.

         Сөйтіп, көрсетілген барлық тік төртбұрыштардың ішінде қабырғалары:
 ОА=1, ОВ=2 болатын тік төртбұрыштың ауданы ең үлкен болады екен.      
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10-сурет
Өз бетінше орындауға арналған тапсырмалар (ЖҮТ)
Көп айнымалы функциялар

1-тапсырма.   Көрсетілген функциялардың анықталу аймағын табу керек.
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2-тапсырма.  Функцияның дербес туындыларын табу керек.  
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3-тапсырма.  Функцияның толық дифференциалын табу керек.
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 5-тапсырма.   Функцияның екінші ретті дербес туындыларын тауып, 
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Жеке үй тапсырмаларын (ЖҮТ) шығару үлгілері
Көп айнымалы функциялар

1-тапсырма.   
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 функциясының анықталу аймағын табу керек.
Шешуі.  

Бұл логарифмдік функция, ол аргументінің оң мәнінде ғана анықталатындықтан, 
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  нүктелер жиыны – парабола, ал  
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  - ординаттары осы парабола нүктелерінің сәйкес ординаттарынан кіші болатын нүктелер жиыны. 

         Олай болса, функцияның анықталу аймағы  - параболаның сыртында жатқан нүктелер жиыны.   (11-сурет)
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2-тапсырма.   Функцияның дербес туындыларын табу керек:  
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Шешуі:  
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3-тапсырма.  Функцияның толық дифференциалын табу керек:  
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Шешуі:  
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4-тапсырма.  S  бетке 
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    Дербес туындыларды табамыз:  
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 нүктесінің координаттарын қоямыз:
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Енді  
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  формуласы бойынша жанама жазықтықтың теңдеуін аламыз:  
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  формуласы бойынша нормаль түзудің теңдеуін аламыз:  
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5-тапсырма.   
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Шешуі:  
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Сонымен, тең екенін көрсеттік.

6-тапсырма. 
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 векторының бағыты бойынша туындысын табу керек, мұндағы 
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Шешуі:  
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Сонда,  
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7-тапсырма.   
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Шешуі:  
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Сонда ізделінді градиент:   
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8-тапсырма.   
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  функциясын экстремумға зерттеу керек.

Шешуі: 
1) Функцияның 1-дербес туындыларын табамыз: 
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2) Оларды нөлге теңестіріп, теңдеулер жүйесін аламыз және оны шешіп, стационар нүктелерді анықтаймыз:
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     Сонда табылған стационар нүктелер:  
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3) Алынған нүктелерде функцияны экстремумға зерттеу үшін 2-ретті дербес туындыларды тауып, мыналарды анықтаймыз:
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9-тапсырма.   Күрделі 
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 функциясының 
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 нүктедегі сәйкес туындысының мәнін үтірден соң екі таңбаға дейінгі дәлдікпен есептеу керек.

Шешуі.  
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 формуласын қолданамыз.

Сонда,
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Енді  
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  (орнына қойып таптық)  болатынын ескерсек, берілген күрделі функцияның туындысының мәні мынаған тең болады:
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10-тапсырма.   
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 теңдеуімен айқын емес түрде берілген 
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 нүктесіндегі дербес туындыларының мәнін үтірден кейінгі екі таңбаға дейінгі дәлдікпен есептеу керек.

Шешуі.  Берілген функцияның теңдеуін былай жазып аламыз:
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Енді осыдан дербес туындыларды табамыз:


[image: image1358.wmf]22

1224,92,242.

xyz

FxyzzFyxzFxyxz

¢¢¢

=+-=-+=-+


Олай болса,  айқын емес функцияның дербес туындылары:
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Енді 
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 11-тапсырма.    
[image: image1363.wmf]2
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  функциясының  берілген  
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 сызықтарымен шектелген  
[image: image1365.wmf]D

 аймағындағы ең үлкен және ең кіші мәндерін табу керек   (12-сурет).
Шешуі.  Берілген 
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 аймағының ішінде жатқан стационар нүктелерді іздейміз:
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         Жүйені шешіп, 
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 аймағының сыртында, сондықтан оны есептке алмаймыз. Функция мәндерін 
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 аймағының шекараларында зерттейміз.

         ОАВ үшбұрышының қабырғалары үшін зерттейміз:
1) ОА:  
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3) АВ: 
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 қабырғасында функция 
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 стационар нүкте 
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 аймағының шекарасында жатыр. Бұл нүктедегі функцияның мәні 
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         Функцияның табылған барлық мәндерін салыстырып, ең үлкен және ең кіші мәндерді табамыз:
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12-тапсырма.    Берілген 
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 нүктесіндегі дербес туындыларының  
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 мәндерін үтірден соң екі таңбаға дейінгі дәлдікпен есептеу керек.

Шешуі.  Алдымен функцияның дербес туындыларын тауып, содан соң олардың 
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 нүктесіндегі мәндерін есептейміз:
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Тестік тапсырмалар

1.1.    х және у айнымалыларының бірге өзгеретін жиынында (х;у) санына z үшінші айнымалының тек бір ғана мәні сәйкес келетін ережені ... деп атайды.

А)  екі айнымалы функция;

В)  үш айнымалы функция;

С)  функцияның графигі;

D)  функцияның кестесі;

E)  функцияның формуласы.

*************

2.1.     z=f(x;y) функциясы деп мына ережені айтады:

А)  z айнымалысының әрбір мәніне х және у айнымалыларының қандай да бір мәндері сәйкес келеді;

В)  z айнымалысының әрбір мәніне қандай да бір (х;у) нүктесі сәйкес келеді;

С)  х және у айнымалыларының әрбір (х;у) мәніне z айнымалысының тек бір ғана мәні сәйкес келеді;

D)  х және у айнымалыларының әрбір (х;у) мәніне z айнымалысының бірнеше мәндері сәйкес келеді; 

E)  әрбір (х;у) нүктеге (х;у;z) нүктесі сәйкес келеді.

*************

3.1.    х және у айнымалыларының бірге өзгеретін жиыны екі айнымалы функцияның ... деп аталады.

А)  мәндерінің жиыны;

В)  анықталу облысы;

С)  графигі;

D)  нүктелер жиыны;

E)  деңгейінің сызығы.

*************

4.1.    х және у айнымалыларының өзгеретін жиынына сәйкес үшінші z айнымалысының жиыны  функцияның ... деп аталады.

А)  мәндерінің жиыны;

В)  анықталу облысы;

С)  графигі;

D)  нүктелер жиыны;

E)  деңгейінің сызығы.

*************

5.1.    Д  анықталу облысы болатын z=f(x;y) функциясының графигі дегеніміз - 

А)  z=f(x;y) теңдеуімен берілген бет;

В)  z=f(x;y) теңдеуімен берілген Д облысындағы қисық;

С)  
[image: image1397.wmf]3
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 нүктелер жиыны, мұндағы z=f(x;y) барлық 
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D)  
[image: image1399.wmf]3
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 , мұндағы х – абсцисса, у – ордината, z – апликата;

E)  Д облысы нүктелерінің үстінде орналасқан 
[image: image1400.wmf]3

R

 кеңістігінің нүктелер жиыны.

*************

6.1.     
[image: image1401.wmf]2
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 функциясының анықталу аймағын тап.

А) центрі координаттар басында, радиусы R=2 тұйық дөңгелек

В) центрі координаттар басында, радиусы R=2 ашық дөңгелек

С) у=-х+2 түзуінен төмен орналасқан жартылай жазықтық

D) у=-х+2 түзуінен жоғары орналасқан жартылай жазықтық

Е) ХОУ жазықтығы
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12.5.  А (0; 1) нүктесіндегі  
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12.6.  А (0; 1) нүктесіндегі  
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12.7.  А (0; 1) нүктесіндегі  
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12.8.  А (0; 1) нүктесіндегі  
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