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Алғы сөз
  Əдістемелік көмекші құрал кредиттік технология бойынша жоғарғы оқу орнының математика, физика, информатика мамандықтары үшін, сондай-ақ экономикалық жəне техникалық мамандықтағы ішкі жəне сыртқы, сондай – ақ өздік оқу формасына даярланған. 
  Дифференциалдық теңдеулер тарауын жақсы игерту, оларды шешу əдістерін жетік білдіру мақсатында теориялық бөлімінен анықтамалар, теоремалар, формулалар енгізіліп, типтік тапсырмалардың шешу үлгілері талқыланады. Соңында өздік орындау жұмыстарына арналған жеке тапсырмалар нұсқалары ұсынылады. Олардың жеткілікті сан мөлшері осы əдістемелік құралды практикалық сабақтарда жаттығулар жинағы ретінде қолдануға мүмкіндік береді. Аталған мамандықтарда оқитын əрбір студент белгілі бір процестерді тану, оны игеру барысында айнымалылар арасындағы функционалдық тəуелділіктің аналитикалық мəнімен жиі кездеседі. Сондай-ақ, айнымалылар арасындағы байланысты іздеуге арналған көпшілік есептер белгісіз функциялардың туындысы немесе дифференциалы қатыстырылған теңдеулерді шешуге əкеледі. 
   Дифференциалдық теңдеулер тарауы туынды жəне интегралдар тарауымен тығыз байланысты болғандықтан осы тараулардың əрбір элементін жетік білу қажеттілігі туындайтынын ескерте кеткен жөн.

 1. Дифференциалдық теңдеулер туралы жалпы   түсінік.

y’ туындысы интегралдық қисыққа жүргізілген жанаманың бұрыштық коэффициенті болады.

Интегралдық қисықтың кез келген А(х, у) нүктесіндегі жанаманың бұрыштық коэффициентін  дифференциалдық теңдеуді шешпей-ақ табуға болады. 

Жанама интегралдық қисықтың бағытын көрсететін болғандықтан, f(x, y) функциясы үзіліссіз болса А нүктесін үзіліссіз жылжыта отырып, дифференциалдық теңдеуді интегралдау нәтижесінде алынатын қисықтардың бағыттар өрісін көрсетуге болады. Олар теңдеудің жалпы шешімі болады. 

Анықтама.  Қарастырылып отырған облыстың әрбір нүктесіндегі жанамалар жиынтығы бағыттар өрісі деп аталады. 

Жоғарыда айтылғандарды ескере отырып, дифференциалдық теңдеуді геометриялық тұрғыдан талқылайық: 

  1) Бірінші ретті дифференциалдық теңдеу берілді деген сөз -  бағыттар өрісі берілген

  2) Дифференциалдық теңдеу шешу не интегралдау дегеніміз -  әрбір нүктесіндегі жанамалардың бағыты бағыттар өрісімен беттесетін барлық қисықтарды табу.

Анықтама. Бағыттар өрісінде көлбеулері бірдей қисықтар изоклиндер деп аталады.
Анықтама. Бір немесе бірнеше айнымалы функцияны, тәуелсіз айнымалыларды жəне функцияның туындыларын байланыстыратын теңдеу дифференциалдық теңдеу деп аталады.

Анықтама. Егер ізделінді функция тек бір ғана айнымалыдан тəуелді болса, онда дифференциалдық теңдеу қарапайым деп аталады.

Анықтама. Егер теңдеу бірнеше айнымалыдан тəуелді болып жəне оның осы айнымалылары бойынша алынған дербес туындылардан тұрса, онда дербес туындылы дифференциалдық теңдеу делінеді. 


Біз тек қарапайым дифференциалдық теңдеулерді қарастырамыз. 
Анықтама. Теңдеудің құрамындағы ең жоғарғы туындының реті дифференциалдық теңдеудің реті деп аталады.

G(x,y,y ′,y′′..., y(п)) = 0  - n-ші ретті дифференциалдық теңдеу десек,

y(п) = F(x,y,y′, y′′,y′′′,...) - бас туындыға қатысты шешілген теңдеу.

Мысалы.       у′′+5xу′-x2y3= 0    – екінші ретті,

                      d3y/dx3–xy2 dy/dx =7      -  үшінші ретті,

                      y′+5xy = cosx      –   бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер.

Анықтама. Дифференциалдық теңдеудің шешімі немесе интегралы деп теңдеуге қойғанда оны тура теңдікке айналдыратын кез келген 
[image: image1142.jpg]


 функциясын айтады.

Мысал 1. y=sinx функциясы y′′+y=0 теңдеуінің шешімі. 

Шынында, берілген теңдеудегі у белгілі, демек у′′-ті анықтайық:

у′ =cosx ,    у′′= - sinx

Егер y′′, y-ті теңдікке қойсақ:      -sinx + sinx =0, яғни 0=0 теңдігіне келдік, демек у= sinx берілген теңдеудің шешімі болады.

Мысал 2. y= x2(1+Ce 1/х) функциясы берілсін, мұндағы С – кез келген тұрақты сан. y функциясы х2у′+(1-2х)у= х2 - бірінші ретті дифференциалдық теңдеуінің шешімі болатынын тексерелік.

Ол үшін берілген функцияның бірінші ретті туындысын табайық:

y′= 2x (1+С e 1/x) +x2 (0+С e 1/х(- 1/x2))=2x(1+С e 1/х)-Ce 1/х
у пен у′-ті берілген теңдіктің сол жақ бөлігіне қойсақ: 
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x2=x2 тепе-теңдігіне келеміз, яғни берілген функция дифференциалдық теңдеудің шешімі. 

Анықтама. Дифференциалдық теңдеудің шешімін анықтау дифференциалдық теңдеуді интегралдау есебі деп аталады.
Анықтама. Егер дифференциалдық теңдеудің шешімі, саны теңдеудің ретіне сəйкес келетін тəуелсіз кез келген тұрақтылардан тұрса, онда ол берілген теңдеудің жалпы шешімі деп аталады.

Мысалы, y= φ (х,С1, С2,..., Сn)  n-ші ретті дифференциалдық теңдеудің шешімі.

Жалпы интегралдағы С1, С2,..., Сn  тұрақтыларының орнына мəндер қойып дара шешімдер алуға болады.

Мысалы, 
[image: image3.wmf]2
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 функциясы xy'' +2y' =0- екінші ретті дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі болатынын тексерелік.

Шешуі: y ' , y '' - терді тауып теңдікке қоялық:
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]0
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Жалпы шешімдегі С1, С2 тұрақтыларға мәндер беріп, дара шешімдер алуға болады: С1=1, С2=0 болғанда 
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С1= -3, С2 =5 болғанда 
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С1=0, С2=-1 болғанда 
[image: image9.wmf]1

-

=

у

.

Анықтама. n-ші ретті дифференциалдық теңдеудің 
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 - бастапқы деп аталатын шарттарды қанағаттандыратын дара шешімін табу Коши есебі (Огюстен Луи Коши (1789-1857) - француз математигі) деп аталады.

Берілген бастапқы n шартта 
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Аудиториялық жұмыстар

Берілген дифференциалдық теңдеудің шешімі болатын у функциясын тап, мұндағы С,С1,С2 ,С3 - кез келген тұрақты сандар.
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2  БІРІНШІ РЕТТІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР 
Анықтама. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеу деп  [image: image97.png]Flx,y,y)=0



 түріндегі теңдеуді айтады.


Егер бұл теңдік у/ арқылы  шешілсе, яғни  
[image: image98.wmf])
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 түрінде жазылса, онда соңғы теңдеу туындысы арқылы шешілген дифференциалдық теңдеу делінеді. 

 [image: image99.png]Px,y)dx+Q(x,y)dy =



  -   бұл бірінші ретті теңдеудің дифференциалды түрі деп аталады. 
Анықтама. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі деп кез-келген бір тұрақты С–дан тәуелді және келесі шарттарды қанағаттандыратын 
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 функциясы берілген бастапқы шартты қанағаттандыратындай С=С0  мәнін табуға болады ;
Анықтама. Дифференциалдық теңдеудің 
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)

С

x

y

,

j

=

 жалпы шешіміндегі с тұрақтысына 
[image: image103.wmf]0

С

С

=

  мәнін берсеk, онда 
[image: image104.wmf](

)

0

,

С

x

y

j

=

 - теңдеудің дара шешімі деп аталады. 
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Дифференциалдық теңдеудің шешімі болатын функция арқылы берілген S қисығы  [image: image106.png]y'=fxy).



теңдеуінің интегралдық қисығы делінеді.

2.1 Айнымалылары ажыратылатын теңдеулер

Анықтама.  
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- берілген теңдеудің жалпы интегралы.

Анықтама. 
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Бұл теңдеуді шешу үшін оның екі жағын да 
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Мысал 1:   
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 EMBED Equation.3  [image: image115.wmf]0
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Мысал 2:   
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     дифференциалдық теңдеудің жалпы және дара шешімдерін табайық.       
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берілген теңдеудің жалпы шешімі.   
[image: image127.wmf]1
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 болғандағы теңдеудің дара шешімін табатын болсақ:     
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[image: image129.wmf]x
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 берілген теңдеудің дара шешімі.

Аудиториялық жұмыстар

Теңдеу түрін анықтап, жалпы интегралын немесе жалпы шешімін жəне бастапқы шарт берілгендері үшін оны қанағаттандыратын дара шешімін тап.

10.  хуу/=1-x2                             жауабы: x2+y2=lnCx2
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30.  y/ tqx-y=a                             жауабы: y=Csinx-a
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                      жауабы: 
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50.  xy/+y=y2                                жауабы: Cx=(y-1)/y

60.  e – s (1+ds/dt )=1                    жауабы: e t  =C(1-e - s)

70.  y/ =10 x + y                                               жауабы: 10 x +10-у=C

80.  y /+sin(x + y)/ 2= sin(x − y)/2   жауабы: ln( tq y/4(=C −2sin(x/2)

90.  
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           жауабы: у=(1+х)/(1-х)
100. 
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        жауабы: 
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Үй жұмыстары

Айнымалылары ажыратылған дифференциалдық теңдеулерге есептер. Теңдеу түрін анықтап, жалпы интегралын немесе жалпы шешімін жəне бастапқы шарт берілгендері үшін оны қанағаттандыратын дара шешімін тап.

110. (х+1)3dx- (у-2)2 dx=0;

120. y-xy'=b(1+x2y'/); y(х=1= 1

130. sec2xsecydx= -ctgxsinydy
140.  y ′ = 2
[image: image137.wmf]у

 ln x , у(е)=1

150.  (
[image: image138.wmf]ху

+ 
[image: image139.wmf]х

) y′ − y = 0

160. xy′ + y = y 2, у(1)=1/2

170.  2x+y +3x−2y y′ =0
180. (1+e x)y⋅ y′ =ey, у(0)= 0

190.  20xdx-3ydy=3x2ydy-5xy2dx
200.  y′сtgх + y = 0, у(0)= -1

210.  у'=(1+у2)/( 1+х2)

220.  (x2 −1)y′ +2xy2 = 0, у(0)=1

230.  x2y′+ y =0

240.  (a2 +y2)dx+2x 
[image: image140.wmf]2
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260. (x +2y)y ′ =1, у(0)= -1

260. x + xy + yy′ (1+ x ) = 0

270. (1+e2x)y2dy−exdx=0, у(0)=1

280.  sinxsinydx+cosxcosydy=0

290.  (1+ x2)y′ + y 
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2.2 Біртекті дифференциалдық теңдеулер

Анықтама.  f(x, y) функциясы өзінің х және у аргументтеріне қатысты n-өлшемді біртекті делінеді, егер кез келген t параметрдің (нөлден өзге) мәні үшін келесі тепе-теңдік орындалатын болса: 
[image: image142.png]Flexey)=£F(xy).



 
 
Мысал. Функция біртекті бола ма [image: image143.png]



[image: image144.png]Flxo) = @) +30) =172 +3° 2y





Сонымен f(x, y) функциясы 3-ші ретті біртекті болады.

 
Анықтама. Егер [image: image145.png]y'=fxy)



 түріндегі дифференциалдық теңдеудің оң жағы f(x, y) функциясы өзінің х және у аргументтеріне қатысты нөлдік өлшемді біртекті функция болса, онда теңдеу біртекті делінеді.

 
Егер P(x, y) және  Q(x, y) функциялары – бірдей өлшемді біртекті функциялар болса, онда  [image: image146.png]Px,y)dx+Q(x,y)dy =



  теңдеуі біртекті болады.

Анықтама. 
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 түріндегі теңдеу біртекті дифференциалдық теңдеу деп аталады.

Мұндай теңдеуді шешу үшін    
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[image: image150.png](_Qw)-u
S

Wb = Q) wrtu = ), u
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Интегралды таба отырып, u функциясының орнына х және у арқылы өрнектелген мәнін алмастырып, біртекті теңдеудің жалпы шешімін аламыз.

Мысал 1:    
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 - біртекті дифференциалдық теңдеуді шеш.
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Мысал 2:
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Мысал 3:   
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2.3 Біртектіге келтірілетін дифференциалдық теңдеулер 

 
Мұндай теңдеулерге [image: image159.png]ax+by+c
axtbyto,



  түріндегі теңдеулер жатады. 

1) Егер анықтауыш [image: image160.png]


 онда 

[image: image161.png]x=u+c oy





алмастыруын енгіземіз, мұндағы   және  сандары-  [image: image162.png]ax+by+c
@byt =0



  жүйесінің шешімдері.

Мысал. [image: image163.png](x=2y+3)dy+(2x+y-1)dx=0.



теңдеуін шеш.

Шешуі. [image: image164.png]ooyt Yoo yay, BTl
e e




 

Анықтауышты есептейік:  [image: image165.png]


.

Нөлге тең емес болғандықтан келесі жүйені шешеміз: 

[image: image166.png]—2x-y+1=0 [y=1-2x x=-15
x-2p43=0 " |x-244x43=0 |y=7/5"





 

Ендеше алмастыруымыз [image: image167.png]x=u-15 y=v+7/5




  түрінде болады, оны алғашқы теңдеуге қоямыз: 

[image: image168.png](w—=1/5-2v=14/5+3)dv +(2u - 2/ 5+v+7/5-1)du





[image: image169.png](u = 2v)dv +(2u +V)du = 0;




[image: image170.png]dv _2utv_ 2+viu
du 2v-u 2wiu-1"





Айнымалыларды алмастырайық:   [image: image171.png]


  
Жоғарғы теңдеуге қойсақ:

[image: image172.png]



Айнымалыларды ажыратайық: [image: image173.png]e, 2+t 2+:-20% 4+t 2(142-:%)
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[image: image174.png]du __1rp(-20dt
I IH:— B





[image: image175.png]—%\Hz—z’km@\mc‘,
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[image: image177.png]



Енді алғашқы функция у және айнымалы х-ке ораламыз[image: image178.png]


[image: image179.png]
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[image: image180.png]v_y-15_ -7
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[image: image181.png]25C,
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[image: image182.png](S5x+1* + Gy - NS+ - (5y - = 25C,




[image: image183.png]257 +10x +14 252y +5y — 352 7- 25y% + 70y - 49





[image: image184.png]257 = 25x +25xy+ 75y — 25y = 25C, +49-1+47




[image: image185.png]Ttay+3y-yi=C, 2
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Сонымен,  [image: image186.png]= xtay+3y -y



 өрнегі берілген теңдеудің жалпы интегралы болып табылады. 

2) Егер алғашқы  [image: image187.png]ax+by+c
axtbyto,



  теңдеуде анықтауыш [image: image188.png]


 онда [image: image189.png]ax+by



      алмастыруын     жасаймыз.

Мысал:   [image: image190.png]2(x+y)dy +(3x+3y -Ndx = 0.



 теңдеуін шешу керек.

 Шешуі:    [image: image191.png]dy _—3x-3y+1_ 3x+3y-1
dx 2x+ 2y 2x+2y

2x+y) & =-3x-3y+1
ax




Анықтауышты есептейік:  [image: image192.png]



Ендеше  [image: image193.png]


 алмастыруын жасаймыз.

[image: image194.png]



Бұл өрнекті алғашқы теңдеуге қоямыз:

[image: image195.png](-3 =040 2u'=6i-049, =343,




 Айнамалыларды ажыратайық: [image: image196.png]dt = dx,

349
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[image: image198.png]t+3mf-3|= 77X+C,




Енді алғашқы функция у және айнымалы х-ке ораламыз[image: image199.png]
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[image: image203.png]3x+2y+2hfx+y-1=C;




Сөйтіп, берілген теңдеудің жалпы интегралын таптық. 

Аудиториялық жұмыстар

Теңдеудің түрін анықтап, жалпы шешімін (интегралын) жəне дара шешімін тап:
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4) xdy-ydx=ydy , y(-1)=1                              жауабы: x = − y(1 + ln(y()

5) y ' = y/х + 
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8) xy ' − у = 
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9) хy ' = уln 
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10) (3у2+3ху+х2)dx=(x2+2xy)dy; у(х=1=0     жауабы: (x+y)2=x3e1-x/(x+y)
Үй жұмыстары

Теңдеудің түрін анықтап, жалпы шешімін (интегралын) дара шешімін тап:

11) (x2 + y2 )dx − 2xydy = 0

12) у' =
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13) y − xy ' = y ln x

14) 3у ' =
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15) xydx − (x 2 + y 2)dy = 0

16) (x + 7 y)dx − xdy = 0,   у(х=1=0

17) y 2 + x 2 y ' = xyy '

18) 8 xdy = (x + y)dx ,        у(х=1=0

19) 2 x 3 y ' = y (2 x 2 − y 2 )

20) xy'= 3 
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2.4 Бірінші ретті сызықтық дифференциалдық теңдеулер. 

 
Анықтама.   [image: image216.png]Y'+P(x)y=0(x),



 түріндегі дифференциалдық теңдеу у жəне оның у' туындысына қатысты сызықтық деп аталады, ал егер оң жағы Q(x) нөлге тең болса, онда сызықтық біртекті, нөлге тең болмаса, онда сызықтық біртекті емес дифференциалдық теңдеу делінеді, мұндағы 
[image: image217.wmf](
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І. Сызықтық біртекті дифференциалдық теңдеуді шешуді қарастырайық :[image: image218.png]
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[image: image220.png]
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[image: image221.png]~P(x)dx
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[image: image223.png]In %‘ =] P(ar,




[image: image224.png]ol A




- сызықтық біртекті дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі.

ІІ. Сызықтық біртекті емес дифференциалдық теңдеуді [image: image225.png]Y'+P(x)y=0(x)



 шешудің тұрақтыны вариациялау (Лагранж) әдісін  қарастырайық. Ол үшін біртекті теңдеудің жалпы шешімін табамыз:

[image: image226.png]
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Енді жалпы шешімдегі тұрақты С-ны х-тің функциясы деп қарастырамыз. Сонда:

[image: image228.png]e &y _do@) s
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Алынған өрнекті берілген теңдеуге қоямыз:

[image: image229.png]LG J1 eI 4 Py e = 009
-




[image: image230.png]dCy(x) ~[rmar _
rad =00,




С1(х)-ді табамыз:
[image: image231.png]4y (1) = 0l




[image: image232.png]J R
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Берілген теңдеуге қоя отырып: 

[image: image233.png]= g'f””””[jg(x)gf”””dx + cj



.

сызықтық біртекті емес дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімін аламыз.

Мысал 1:  
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 EMBED Equation.3  [image: image236.wmf]
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Мысал 2:  
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Мысал 3:      
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 - сызықтық біртекті емес дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімін тап.

Шешуі:
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 - сызықтық біртекті емес дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі.

Кейде  біртекті емес сызықты дифференциалдық теңдеуді шешу үшін 
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Оның шешімін Бернулли әдісімен табайық, яғни 
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2.5 Бернулли теңдеуі
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2.6 Толық дифференциалды теңдеулер
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Шешуі:      
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у+lnx+1=Сx  - ізделінді жалпы шешім.

Аудиториялық жұмыстар

Берілген теңдеулер түрлерін анықтап, оның шешуін екі əдіспен де көрсет.
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2) (2x + yexy )dx + (1+ xexy )dy = 0                     Жауабы: x2 + y + exy = C

3) sin (x+y) dx+xcos(x+y)(dx+dy) =0                 Жауабы: x sin (x + y)= C

4) 
[image: image334.wmf]х

у

dx +(y 3 + ln x)dy = 0                                  Жауабы: 4 y ln x + y 4 = C

5) 2x(1+
[image: image335.wmf]у

х

-

2

)dx − 
[image: image336.wmf]у

х

-

2

dy = 0                   Жауабы: x2 +2/3 (x2 − y)3/2= C

Төмендегі теңдеулердің әуелі интегралдық көбейткішін тауып, кейіннен жалпы шешімін тап.

6) (x 2 − 3 y 2 )dx + 2 xydy = 0                           Жауабы: 
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7) (sin x + e y )dx + cosx dy = 0                          Жауабы: 
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9) (x 2 − y )dx + xdy = 0                                       Жауабы: 
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10) 2xtgydx+ (x2 − sin y)dy = 0                        Жауабы: 
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Үй жұмыстары

Берілген теңдеулер түрлерін анықтап, оның шешілуін екі əдіспен де көрсет.

11) 3х2(1+lny)dx=(2y-x3/y)dy                 Жауабы: x 3 + x 3 ln y − y 2 = C

12) (2 x 2 y 2 + 7 )dx + 2 x 3 ydy = 0          Жауабы: x 3 y 2 + 7 x = C

13) (ey + yex +3)dx= (2−xey −ex )dy         Жауабы: xey + yex +3x−2y =C

14) 
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                 Жауабы: x 3 y + x 2 − y 2 = Cxy

15) 
[image: image343.wmf]dx
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                       Жауабы: x + arctg 
[image: image344.wmf]x

y

 = C
16) (2 x 3 − ху 2 )dx + ( 2 у 3 − х 2 у ) dy = 0 Жауабы: х4-х2у2+у4=С

17) еуdx+(xey-2y)dy=0                             Жауабы: хey-у2=С

18) yxy-1dx+xy lnxdy=0                            Жауабы: хy =С

Төмендегі теңдеулердің әуелі интегралдық көбейткішін тауып, кейіннен жалпы шешімін тап.

19) 
[image: image345.wmf]х
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dx +(y 3 − ln x)dy = 0                     Жауабы: 
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20) y(1 + xy )dx − xdy = 0                       Жауабы: x 2 + 
[image: image347.wmf]C
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21) (e 2 x − y 2 )dx + ydy = 0                    Жауабы: 
[image: image348.wmf]m
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22) (1+3x2 sin y)dx− xctgydy= 0             Жауабы: 
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23) y 2 dx + (yx − 1)dy = 0                      Жауабы: 
[image: image350.wmf]С
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24) (x2+y)dx-xdy=0                                Жауабы: 
[image: image351.wmf]С
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25) (x2+y2+2x)dx+2ydy=0                      Жауабы: (x2+y2)ex=C
26) (xcosy-ysiny)dy+(xsiny+ycosy)dx=0  Жауабы: (xsiny+ycosy-siny)ex=C
2.7  Туындылары арқылы шешілмеген бірінші ретті 

дифференциалдық теңдеулер

2.7.1 Толымсыз дифференциалдық теңдеулер: y = f(y/) және x = f(y/) түріндегі теңдеулер.
 Біріншісінде - аргумент х, екіншісінде - функция у қатыспаған жағдайда бұл теңдеулер шешімдерін параметрлік түрде іздейміз, параметр ретінде белгісіз функция туындысы алынады:

[image: image352.png]



Бірінші теңдеулер үшін: [image: image353.png]y=tn Se=roL
dx




Алмастыруды қолданамыз: [image: image354.png]2
AL




Бұл түрлендірулер нәтижесінде айнымалылары ажыратылатын дифференциалдық теңдеулер аламыз: 
[image: image355.png]ax=d'®) g, x:]L(”) dp+C.
» »




  Жалпы шешімі параметрлік түрде теңдеулер жүйесі арқылы беріледі:

[image: image356.png]2= [L P gpic
»
y=rf




Бұл жүйеден р параметрді жоя отырып, параметрден тәуелсіз жалпы интегралды аламыз.  

 
x = f(y’) түріндегі дифференциалдық теңдеулер үшін дәл сондай алмастыру мен түрлендірулер қолданып, келесі нәтижені аламыз: 

[image: image357.png]{y = |z +c
x=1()




2.7.2 Лагранж және Клеро теңдеулері. 

  Анықтама.  Лагранж теңдеуі деп х пен у қатысты сызықты, коэффициенттері y’- тің функциялары болатын дифференциалдық теңдеулерді атайды:    [image: image358.png]PyNz+Q0y+R(yN=0




 Жалпы шешімін табу үшін келесі алмастыру қолданылады:  p = y’.

[image: image359.png]y=xf@+e@), f@)=-=—r wp)=-
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Бұл теңдеуді [image: image360.png]


 екенін ескере отырып дифференциалдайық:
[image: image361.png]pdx = f(p)dx+xf'(p)dp + @' (p)dp.




Егер бұл (х -ке қатысты сызықты) теңдеудің шешімі [image: image362.png](®.C),



 болса, онда Лагранж теңдеуінің жалпы шешімі келесі түрде болады:

[image: image363.png]{X:F(p,c)
Y =x(p)+Wp) = F(p.C)f(p) +p(p)



[image: image364.png]


[image: image365.png]


 

Анықтама. Клеро теңдеуі деп:   [image: image366.png]


 түріндегі (аргумент х пен у функциясына қатысты сызықты) дифференциалдық теңдеуді айтады
Жалпы алғанда, Клеро теңдеуі Лагранж теңдеуінің дербес жағдайы болады:    [image: image367.png]


 алмастыруын жасаймыз, сонда теңдеу былайша түрленеді: 
[image: image368.png]



[image: image369.png]. LR
w22y ;
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 [image: image370.png]LR
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[image: image371.png]a0,




Бұл теңдеудің екі шешімі болуы мүмкін:

[image: image372.png]


   немесе   [image: image373.png]x+@(p) =0




Бірінші жағдайда:          [image: image374.png]


        [image: image375.png]


 

Бұдан, Клеро теңдеуінің жалпы интегралы түзу сызықтар жиынтығы екендігі көрініп тұр.

 
Екінші жағдайда шешімі параметрлік түрде келесі теңдеулер жүйесі арқылы беріледі: 

[image: image376.png]=+ )
{xw'(p):o




р  параметрін жоя отырып, екінші шешімді аламыз: F(x, y) = 0. Бұл шешімде кез келген С тұрақты болмайды және ол жалпы шешімнен алынған жоқ, ендеше ол дара шешім емес. Бұл шешім ерекше интеграл болады.

Мысал.  
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Шешуі: p = y’делік, сонда 
[image: image378.wmf]р
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 болады; Дифференциалдап және dy-ті рdx-пен алмастырсақ, онда: 
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Бұл сызықтық теңдеуді шешейік, сонда:  
[image: image381.wmf])
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Ендеше, жалпы интеграл келесі жүйе түрінде болады:  
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Ерекше интегралды табу үшін келесі жүйені құрастырамыз:
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Бұдан, 
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Сондықтан 
[image: image385.wmf]x
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у-ті берілген теңдеуге қоя отырып, табылған функцияның оның шешімі болмайтындығына көз жеткізуге болады, сол себепті берілген теңдеудің ерекше интегралы жоқ.

3 ЖОҒАРҒЫ РЕТТІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР
3.1 Кейбір реті төмендетілетін дифференциалдық теңдеулер

Анықтама.   F(x, y, y' , y" ,...y(n) = 0  n-ші ретті дифференциалдық теңдеу немесе

y(n) = f (x, y, y' , y" ,..., y(n−1) )

бас туындыға қатысты шешілген теңдеу деп аталады.

n-ші ретті дифференциалдық теңдеудің шешімдерін тек кейбір жағдайларда ғана анықтауға болады. Бұл теңдеуді мынадай үш жағдайда қарастырайық:

I.  y(n) = f (x),    яғни  y, y' , у" ,..., у(n−1) − қатыспаған жағдай.

Жалпы шешімі бұл теңдеуді n рет интегралдау арқылы алынады: 

у(n-1) = ∫ f (x)dx = f1 (х) + C1 ,
у(n -2) = ∫( f1 (х) + C1 )dx = f 2(х) + C1 х + C2 ,

у n-3 = ∫( f2 (х) + C1 х + C2 )dx = f3 (х) + C1 
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Мысалы:        у IV = cos2 x       теңдеуінің жалпы шешімін табу керек.

Шешуі: Теңдеудің екі бөлігін dx-ке көбейтіп интегралдайық: 

у(( = ∫cos 2хdx = 
[image: image388.wmf]2
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 ∫ (1+ сos2 x) dx = 
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Cол əрекетті қайталап:
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Жауабы: 
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  ізделінді жалпы шешім.

Аудиториялық жұмыстар
Берілген теңдеулердің жалпы шешімдерін табыңдар:

1) у''' = е2х                                                      Жауабы: у=
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2) у'' = хsin х                                                 Жауабы: у=
[image: image394.wmf]x
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3) y'' = 3х2 ;  y(0) = 2,  у' (0) = 1                    Жауабы: 4y = x4 + 4х + 8

4) у'' = х + sin x                                              Жауабы: у=
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5) у'' = ln x                                                      Жауабы: у=
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6) у'''= 1/x                                                       Жауабы: y=
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7) у''' = cos 2x                                                 Жауабы:  у=
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8) у'' =  2/x3                                                     Жауабы: у=
[image: image399.wmf]2
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9) у '' = arctgx                                     Жауабы: у= 
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10) у ''=3e x/2+ cos3 x                           Жауабы: у=
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II.  F(x, y(к) , у(к+1) ,...,у(n) ) =0,  яғни у-қатыспаған жағдай 

у(к) = z - ауыстыруы арқылы теңдеудің ретін төмендетуге болады.

у(к+1) = z'

у(к+2) = z"

.................

у(n) = z(n−к)
Мысалы: у" = у' + х теңдеуінің жалпы шешімін табу керек.
Шешуі : у ' = z(х),  y " = z ′ ауыстыруын енгізсек:  z' − z = x - сызықтық теңдеу аламыз. Бұл теңдеуді шешу үшін z= uv , z'=u'v+uv' белгіленуін пайдаланатынбыз, яғни осы берілгенді сызықтық теңдеуге қоямыз:

u/ v+ u v/ -u v= x

u/ v+ u(v/ -v)= x

1) v/ -v= 0  
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Демек,   z= uv болғандықтан, əрі z = y' екенін ескерсек:

у/=(- хе- х –е- х+C1)ех=((- х-1) е- х+C1)ех= - х-1+C1 ех

у-ті табу үшін екі бөлігін де интегралдау қажет:

у = ∫(−х −1+C1 ех )dx = − х2/2 − х + C1 ех + C2

Жауабы: у = − х2/2 − х + C1 ех + C2

Аудиториялық жұмыстар

Берілген теңдеулердің жалпы шешімдерін табыңдар:

1) xy″=y′ 





Жауабы: y=С1x2+С2
2) y″= y′/х+x




Жауабы: y=
[image: image405.wmf]3
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3) (1+x2) y″+( y′)2+1=0 



Жауабы: y=(1+C12)ln
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4) xy″= y′ln(y′/x)




Жауабы: y=(C1x-C1 2 )
[image: image407.wmf]1
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Үй жұмыстары

Берілген теңдеулердің жалпы немесе дара шешімдерін табыңдар:
5) 
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6)
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 EMBED Equation.3  [image: image410.wmf]
7) 
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III. f(y,y′,y′′,...,y(n))=0 , яғни  x- қатыспаған жағдай

у′=z алмастыруын енгіземіз, мұндағы  z=z(y).  Kелесі туындылардың табылу реті:

у′′=
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,     т.с.с. жалғасады.

Мысалы:  ( у' )2 + 2уу'' = 0  теңдеуінің жалпы шешімін табу керек.

Шешуі: у' = z,  y'' = z'z  алмастыруын берілген теңдікке қойсақ:
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· ізделінді жалпы шешім.

3.2 Жоғарғы ретті сызықтық дифференциалдық теңдеулер
Анықтама: у функциясы және оның  [image: image418.png]


 туындыларына қатысты сызықты 
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  түріндегі теңдеу біртекті емес n-ші ретті  сызықтық дифференциалдық теңдеу деп аталынады.
Анықтама. Егер f(x) = 0 болса, онда 
Ln(y) = 
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 теңдеуі сызықтық біртекті дифференциалды теңдеу деп,  ал егер f(x) ≠ 0 болса, онда Ln(y) = f(x)  теңдеуі сызықтық біртекті емес деп, егер барлық p0, p1, p2, … pn коэффициенттері – тұрақты сандар болса, онда Ln(y) = f(x) теңдеуі жоғарғы ретті тұрақты кооэффициентті сызықтық дифференциалды теңдеу деп аталады

n-ші ретті сызықтық диффренциалдық оператордың қасиеттері.

1) L[су]=cL[y]

Мысалы: L[y]= у′′−2у′+4у берілсе,

L[сy ] = ( су ) ′′ − 2 ( су ) ′ + 4 ( су ) = с ( у ′′ − 2 у ′ + 4 у ) = с L[y ]

2) у=y1+y2
L[y]=L[y1+y2]=L[y1]+L[y2]- аддитивтік қасиеті.

3) С1, С2,...Сn- тұрақтысы берілсе,  онда 
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Мұнда функцияның тəуелді жəне тəуелсіздігі ұғымдарына тоқтала кеткен жөн.

y1,y2,y3,…,yn  функциялар тізбегін  α1,α 2 ,α3,…, αn сандар тізбегіне қоссақ  
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функциялар тізбегінің сызықтық комбинациясы алынады.

Анықтама. y1,y2,y3,…,yn  функциялары  өзара сызықты тәуелді делінеді, егер олардың сызықтық комбинациясы нөлге тең: 
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 болатындай бәрі бір мезгілде 0-ге тең болмайтын α1,α 2 ,α3,…, αn сандары табылатын болса, керісінше жағдайда сызықты тәуелсіз делінеді.
Басқаша айтқанда, тізбектің функциясын басқалары арқылы сызықты өрнектеуге болады.

Мысалы:    у1 =Sin2x , у2 =Cos2x, у3=а2  - сызықты тәуелді функциялар.

α 1 =1,  α2 =1,  α3= -
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 EMBED Equation.3  [image: image425.wmf]0
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Функцияның сызықты тəуелді, тəуелсіздігін анықтауда Вронскиан деп аталатын анықтауыш қарастырылады.
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 -Вронский анықтауышы (вронскиан).

(а,в) аралығында (n-1)-ші туындыларымен бірге үзіліссіз n функцияның сызықты тəуелсіздігі үшін сол функциялардың Вронский анықтауышы (Вронскиан) (а,в) –ның кез келген нүктесінде нөлден өзге болуы жеткілікті, яғни   
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Анықтама: Егер n-ретті сызықты біртекті теңдеудің n шешімдер жинағы (а,в) аралығында анықталған жəне сызықты тəуелсіз болса, онда олар теңдеудің фундаментальді шешімдер жүйесі деп аталады.

Мысалы: y=С1e3x+С2e-3x функциясы у′′−2у = 0 теңдеуінің жалпы шешімі болатынын көрсетіңіз.

Шешуі: y1=С1e3x,  y=С2e-3x (  y(1=3С1e3x,  y(2=-3С2e-3x
W( y1, у2) =
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 ендеше берілген функция теңдеудің жалпы шешімі.

Сызықтық біртекті дифференциалды теңдеудің шешімі:

1)Егер у1 функциясы теңдеудің шешімі болса, онда Су1 функциясы да  шешімі болады, мұндағы С – кез келген тұрақты сан.

2) Егер у1 және у2  функциялары теңдеудің шешімі болса, онда  у1+у2 функциясы да  шешімі болады. 
3.3 Жоғарғы ретті тұрақты коэффицентті біртекті сызықтық теңдеулер

Коэффиценттері тұрақты сан болатын теңдеулерді қарастырайық:

[image: image429.png]Y ray* Ny +ay=0



 түрінде берілген теңдеудің шешімін (қысқаша [image: image430.png]L(y)=0



 ) [image: image431.png]


 түрінде іздейміз ( k - тұрақты).

[image: image432.png]i)




 болғандықтан [image: image433.png]Le™) =" (k" +a ™ +.. +a,).




 

 [image: image434.png]Flky=k"




  көпмүшесі дифференциалдық теңдеудің сипаттамалық (характеристикалық) көпмүшесі деп аталады.

 [image: image435.png]


 функциясы берілген дифференциалдық теңдеудің шешімі болу үшін қажетті және жеткілікті шарттар:
[image: image436.png]


 яғни [image: image437.png]e F (k)= 0.





  ekx ≠ 0  болғандықтан  [image: image438.png]


 - бұл теңдеу сипаттамалық (характеристикалық) теңдеу деп аталады.

  [image: image439.png]


  сипаттамалық теңдеудің n түбірі бар. Оның әрбір ki-ші түбіріне дифференциалдық теңдеудің шешімі сәйкес табылады. 

Сипаттамалық теңдеудің  шешімдеріне қатысты дифференциалдық теңдеудің келесі шешімдері алынады:

1) Егер k1,k2,...kn – сипаттамалық теңдеу түбірлері нақты, әртүрлі сандар болса, онда біртекті дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі:
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2) Егер k1,k2,...kn – сипаттамалық теңдеу түбірлері нақты, әрі k1 түбірі  m-еселі болса: k1= k2=…= km=k, онда (*) біртекті дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі:
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3) Егер сипаттамалық теңдеу түбірлері ішінде k1,2=
[image: image442.wmf]i
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 комплекс (кешенді) түбірлер жұбы бар болса, онда (*) формуласының екі мүшесі келесі қосылғыштармен алмастырылады:
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4) Егер k1,2=
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 комплекс түбірлер жұбы m-еселі болса, онда (*) формуласының m-мүшелер жұбы келесі қосылғыштармен алмастырылады:
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Мысалы: yIV+10y′+9y=0, y(0)=1, y′(0)=3, у′′(0)= -9, y′′(0)= -27   Коши есебін шешу керек. 

Шешуі: k4+10k2+9=0      Егер k2=a  деп белгілесек, онда k4=a2   ( а2+10a+9=0

D=100-4*9=64,         а1,2=  
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- берілген төртінші ретті дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі. Енді бастапқы шарттарды қанағаттандыратын дара шешімін табайық.
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[image: image450.wmf]x
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[image: image451.wmf]x
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Бастапқы шарттарды қолданамыз:

1=C1+C3                       C4=0

3=3C2+C4                     C3=0

-9=-9C1-C3                   C1=1

-27=-27C2-C4                         C2=1

Жауабы: y=cos3x+sin3x- дара шешімі.

Аудиториялық жұмыстар

Берілген теңдеулерінің жалпы шешімін табыңыз.

1) y′′ + y′ − 2y = 0 



Жауабы: y= C1 ex+ C2 e -2x
2) y′′ − 9y = 0 



Жауабы: y= C1 e3x+ C2 e -3x
3) y′′ − 4y′ = 0 



Жауабы: y= C1 e4x+ C2 
4) y′′ − 2y′ − y = 0 



Жауабы: y= C1 
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5) 3y′′ − 2y′ − 8y = 0 


Жауабы: y= C1 
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6) y′′ + y = 0 



Жауабы: y= С1 cos x +С2 sin x 
Үй жұмыстары

Берілген теңдеулердің жалпы шешімін тап.

7) y′′ + 6y′ +13y = 0 


Жауабы: y= 
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8) 4y′′ − 8y′ + 5y = 0 


Жауабы: y= 
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9) y′′ − 2y′ + y = 0



 Жауабы: y= ex(C1 + C2 х)
10) 
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 Жауабы: x=( С1+ С2t) e2,5t
11)  y′′ − 4y′ + 3y = 0,    y ( x=0 = 6,  y′ ( x= 0 =10
  Жауабы: y = 4ex + 2e3x
13) y′′ + 4y′ + 29y = 0,   y ( x=0 = 0,  y′ ( x= 0 =15
  Жауабы: y = 3e−2x sin5x

14) 4y′′ + 4y′ + y = 0,     y ( x=0 = 2,  y′ ( x= 0 =0
   Жауабы: y= e-x/ 2 (2 +x)

3.4 Екінші  ретті тұрақты коэффициентті біртекті сызықтық теңдеулер
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 түріндегі теңдеу II ретті коэффициенттері тұрақты біртекті сызықты теңдеу деп аталады.
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 коэффициенттері тұрақты дифф-қ теңдеудің шешімін табу үшін алдымен 
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 сипаттамалық (квадраттық болады) теңдеуін шешу керек. 3 жағдайға байланысты теңдеудің шешімі былайша анықталады:
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 түбірлер комплекс сандар
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Мысал 1:
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Мысал 2:
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3.5 Жоғарғы ретті тұрақты коэффициентті біртекті  емес сызықтық теңдеулер

     [image: image475.png]Y p (R L+ py (X = £ ().



      түріндегі теңдеу n-ретті біртекті емес сызықтық дифференциалдық  теңдеу  деп аталады.

Теорема. [image: image476.png]Y p @y 4 4 p, (Ry = f(x)



 -сызықтық  біртекті емес  дифференциалдық  теңдеудің жалпы шешімі оған сәйкес біртекті теңдеудің жалпы шешімі мен біртекті емес теңдеудің дербес шешімдерінің қосындысынан тұрады.

y = 
[image: image477.wmf]у

 + y* ,

мұндағы y - сызықтық біртекті емес дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі, 
[image: image478.wmf]у

 - біртекті теңдеудің жалпы  шешімі (оны табуды алдыңғы тақырыпта қарастырғанбыз), y* - сызықтық біртекті емес дифференциалдық теңдеудің дара шешімі, оны біртекті емес теңдеудің оң жағы f(x) функциясына ұқсас анықтаймыз. Ол қалай болатындығы төмендегі кестеде көрсетілген: 

	f(x)
	Сипаттамалық 

теңдеудің түбірлері
	Дара шешімнің түрі

	1) eax Pn(x),

мұндағы Pn(x) – 

n-дəрежелі берілген көпмүшелік
	a саны – сипаттама 

теңдеудің түбірі емес
a саны –  сипаттама 

теңдеудің r-еселі түбірі
	y* = eax P*n (x)
y∗ = xreaxP*n (x)


	2) eax [ Pn(x) cosbx+

+Qm(x) sinbx ]
	a(bi сандар жұбы – сипаттама теңдеудің түбірі емес
a(bi сандар жұбы –  сипаттама теңдеудің

 r-еселі түбірі
	y*=eax[P*k(x)cosbx+Q*k(x)sinbx],

мұндағы k=max(m,n)
y*=xreax[P*k(x)cosbx+Q*k(x)sinbx]

мұндағы k=max(m,n)


Мысал 1: yIV + 8y''+16y = cos x теңдеуінің жалпы шешімін тап.

Шешуі:  y = 
[image: image479.wmf]у

 + y*
1) 
[image: image480.wmf]у
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2) y*=?

f(x) = cosx   (  a(bi = 0(1i = i ≠ k1, k2, ,k3 ,k4

y*=Acosx+Bsinx  (  (y*)(= -Asinx+Bcosx  ( 

(y*)((= -Acosx-Bsinx (  (y*)((= Asinx-Bcosx   (  (y*)iv= Acosx+Bsinx
Осы табылған туындыларды бастапқы берілген теңдікке қоямыз:

Acosx+Bsinx+8(-Acosx-Bsinx)+16(Acosx+Bsinx)=cosx
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A мен B мəндерін y*-ны анықтау өрнегіне қоямыз:

y*= 
[image: image483.wmf]9

1

 cos x

Демек,   y = 
[image: image484.wmf]у

 + y*= (C1+xC3)cos2x+ (C2+xC4)sin2x +
[image: image485.wmf]9

1

 cosx 

Мысал 2:  [image: image486.png]


 теңдеуінің жалпы шешімін тап.
Шешуі:  f1(x) + f2(x) = x + (-sinx).

1) [image: image487.png]


     
2)[image: image488.png]»=x"e"Q(x)



   түрінде іздейміз, мұндағы: 

[image: image489.png]Ax+ B,



  (  [image: image490.png]



[image: image491.png]Ax+ B




Сонымен,  [image: image492.png]



3)      f2(x) функциясын келесі түрде ізделік: [image: image493.png]¥y = 2™ (0 (x) cos P+, (x)sin Px)



.

( [image: image494.png]R(x)=0, B





  Сонымен,  [image: image495.png]C'cos 2x+ Dsin 2x;





[image: image496.png]Y3 ==2Csin 2z +2Dcos 21,

Y5 =—4C2cos x—4Dsin 21;
_4C cos2x— 4Dsin 25+ C'cos 2x+ Dsin 2

—sin 21,




[image: image497.png]—3C cos2x —3Dsin 2x = —sin 2x





[image: image498.png]


 болғандықтан [image: image499.png]¥y = =sin 27,



 
 Ізделінді дара шешім :[image: image500.png]1
y=yity, =gin2rt s,




Ал біртекті емес дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімі:
[image: image501.png]1
y=36in 25+ x4 Cyeos x4 Cysinx,




Аудиториялық жұмыстар
Берілген теңдеулердің жалпы шешімін тап:

1) 2y′′ + y′ − y = 2ex 



Жауабы: y = С1 e− x + С2 ex/2 + ex
2) y′′ + a2 y = ex 




Жауабы: y =С1 cosax+С2 sinax +
[image: image502.wmf]1
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+
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x


3) y′′ − 7y′ + 6y = sin x 



Жауабы: y = С1 e6 x + С2 
[image: image503.wmf]74
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4) y′′ − 6y′ + 9y = 2x2 − x + 3


 Жауабы: 
[image: image504.wmf]27
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5) y′′ − 2y′ + 2y = 2x 



Жауабы: y = ex((c1 cos x+c2 sin x)+ x)−1
6) y′′ + 4y′ − 5y = 1 



Жауабы: y = С1 ex + С2 e -5x - 0,2
7) у" -2у ' +у=
[image: image505.wmf]1
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         Жауабы:у=ех(С1+C2x-ln
[image: image506.wmf]1

2
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х

+x arctgx)

Үй жұмыстары

Берілген теңдеулердің жалпы шешімін анықта.

8) y"−3y′ + 2y = f (x), мұнда f (x) келесі функциялар түрінде берілген:

а) 10e− x
ə) 3e2x
б) 2sin x

в) 2x3 − 30

г)2ex cos 
[image: image507.wmf]2

х


д) x − e−2x +1

е) ex (3 − 4x)

ж) 3x + 5sin 2x

з) 2ex − e−2x
и) sinxsin2x

к) shx

Жауаптары:  y = C1 ex + C2 e 2 x + y* ,  мұнда y*  тең:

а)
[image: image508.wmf]3
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 e−x
ə) 3xe2x
б) 
[image: image509.wmf]x
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 EMBED Equation.3  [image: image511.wmf]
г) -8/5 +ex(cosx/2 +2sinx/2)
д) 
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е) ex (2x2 + x)

ж) 
[image: image513.wmf]4
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[image: image516.wmf]12
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[image: image517.wmf]2
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xex
9) 2y"+5y′ = f (x) , егер f (x) тең:

а) 5x2 − 2x −1

ə) ex
б) 29cos x

в) cos2 x

г) 0,1e−2,5x − 25sin 2,5x

д) 29xsin x

е) 100x ⋅ e− x ⋅ cos x

ж) 3 сh
[image: image518.wmf]2
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Жауабы:  y = C1 + C2 e- 5/2 x + y* ,  мұнда y*  тең:

а) 
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[image: image520.wmf]7
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в) 
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г)cos2,5x+sin2,5x−0,02xe−2,5x
д) 
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3.6 Жоғарғы ретті тұрақты коэффициентті біртекті емес 

теңдеулерді шешудің Лагранж əдісі

Сызықтық  біртекті емес  дифференциалдық  теңдеудің жалпы шешімін табу үшін практикада Лагранж әдісі (тұрақтыны вариациялау әдісі) қолдану ыңғайлы.

Алдымен берілген теңдеуге сәйкес біртекті  теңдеудің жалпы шешімін табу керек. Алдында қарастырылғандай ол  мына түрде жазылады:

[image: image524.png]»=Cor+Caya+. 0oy = 20

o




Содан соң,   Ci   коэффициенттерін  х-тің функциялары деп есептеп,  біртекті емес  теңдеудің дербес шешімін табу керек:

[image: image525.png]y= iC, @5

o




Ci(x)  функцияларын табу үшін келесі жүйені шешу керек:

[image: image526.png]Z;C,’(X),v, =0

2Ci@x=0

a

Z;C,’(X),v,“’” =/




Мысалы: [image: image527.png]


  теңдеуін шешу керек.

Шешуі: 1) Әуелі [image: image528.png]


біртекті теңдеуді шешеміз.

[image: image529.png]



[image: image530.png]y=e“(Acospx+Bsin fz), «=0, p





[image: image531.png]y=Acosx+ Bsin x,




2) Біртекті емес теңдеудің шешімі келесі түрде болады:

[image: image532.png]y=A(x)cosx+ B(x)sin x;




Теңдеулер жүйесін құрастырамыз:
[image: image533.png]A2 cosx+ B(D)sin x=0
- A(x)sin x+B'(x)cos x





Жүйені шешейік: 
[image: image534.png]cosx

B =40 AW o
sin x
— A(x)sin x— A(x) °°52 X x-sin2x | B(x)=cosx(x—sin 2x)

sin 1




 [image: image535.png]A'(x) = 2sin? xcosx— xsin x



  өрнегінен А(х) функциясын табамыз.
[image: image536.png]A(x) = [ (sin? xeos x - xsin xldx = 2[sin? xeos xdx— [ xsin fdx:%smz x= [ xsin xdx=




[image: image537.png]2 2
Esm%ncon—]cosm:Esm%n:on—sm x+Cy




 

Енді В(х) функциясын табайық.
[image: image538.png]u
du=dx; v

dv = cos xdx,

x

B(x) = ]x:osm—

2
cos? xsin xdx { }:xsmx Jsin xdx+§coszx:

sin x,





 INCLUDEPICTURE "http://matclub.ru/lec3/ris/image632.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image539.png]2
E:osz xtxsin x+cosx+Cy




Табылған мәндерді біртекті емес теңдеудің шешімінің формуласына қоямыз:

[image: image540.png]25 2 2 3 2
y=tin® xeosx+xoos” x—sin x0os 1+Cy o8 T+Ssin xcos 1+ xain? ¥ ain xe0sx +C in x=

2
So xeosx(sin? x+cos? x)+ x(sin  x+cos? x)+ C) cos x+ T, sin x.




Жауабы: [image: image541.png]1
y=36in 25+ x4 Cyeos x4 Cysinx,




Сөйтіп, біртекті емес теңдеудің жалпы шешімін дара шешімін таппастан жаздық.

Аудиториялық жұмыстар

Берілген теңдеулердің жалпы  шешімін тап.

1) y"'-4y"+5y'-2y=2x+3 

Жауабы: y=(c1+c2x)ex+c3e2x-x-4.

2) y"'-3y'+2y=e-x(4x2+4x-10) 
Жауабы: y=(c1+c2x)ex+c3e-2x+(x2+x-1)e-x
3) yIV+8y"+16y=cos x 
        Жауабы:y=(c1+c2x)cos2x+(c3+c4x)sin2x+1/9cos x

4) yIV+2α 2y "+α 4y=cos αx     Жауабы: y=(c1+c2x)cosαx+(c3+c4x)sinαx-x2cos αx/ 8α2
5) yV+y"'=x2 –1                     Жауабы: y=1/60x5–1/2 x3+c1 x2+c2 x+c3+c4cos x+c5sin x

6) yIV-y=xex + cos x 
Жауабы: y=c1ex+c2e-x+c3sinx+c4cos x+x2-3x/8*ex-1/4 xsin x

Үй жұмыстары

Берілген теңдеулердің жалпы шешімін тап.

7) yIV-2y"+y=8(ex + e-x)+4(sinx+cosx)   Жауабы: y=(c1 +c2 x+x2)ex +(c3+c4x+x2)e-x+                        +sin x +cos x

8) y"'+2y"+y'+2e-2x =0;    y|x=0=2, y'|x=0=1,y"|x=0=1 
Жауабы: y=4-3e-x +e-2x
9) y"'-y'=3(2-x);   y|x=0=y'|x=0=y"|x=0=1

Жауабы: y=ex +x3
10) Эйлер теңдеуін шеш: x3y"'+xy'-y=0 
Жауабы: y=x(c1+c2ln|x| +c3ln2|x|)

4  ЖӘЙ Дифференциалдық теңдеулер жүйесі

4.1 Жәй дифференциалдық теңдеулер жүйелері. Жүйенің нормальдық қалпы.
 Анықтама. Төменде берілген теңдеулер жүйесі:

[image: image542.png]R I1Y00 70V Vi 03) =0
By (0200 VoY Vs 2) = 0

EACRTN AN




бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер жүйесі деп аталады, мұндағы х-тәуелсіз айнымалы, у1, у2,…,уn – ізделінді функциялар.

 
Ал, егер жүйе ізделінді функциялардың туындылары арқылы шешілген болса, яғни :

[image: image543.png]


 
онда нормальдық жүйе деп аталады. 

Теорема. (Коши теоремасы). Егер (n-1) –өлшемді кеңістіктің қандайда бір аймағында нормальдық жүйенің оң жағындағы 

[image: image544.png]AEyLY,.



 [image: image545.png]FACS NN



 … [image: image546.png]Fu (K Y1Y20 0 78)



 

функциялары үзіліссіз және [image: image547.png]Y1Yar Ve



 бойынша дербес туындылары бар болса, онда осы аймақтың кез-келген [image: image548.png](%Y1 Y20 Yu0)



  нүктелері үшін [image: image549.png]=),

Yy =@y(x),

Ve

@y (%)



 бастапқы шарттарын қанағаттандыратын, жүйенің жалғыз шешімі бар болатын аймақ табылады.

Коши теоремасының шарттары орындалатын аймақта, жүйенің жалпы шешімі болатын функциялар жиынтығынан Кошидың кез келген есебінің шешімін алуға болады. 

 
Анықтама. Дифференциалдық теңдеулер жүйесінің жалпы шешімі деп теңдеулер жүйесін теңбе-теңдікке айналдыратын

[image: image550.png]=000, C)



, [image: image551.png]


, … [image: image552.png]



функциялар жиынтығын айтады. 

4.2 Тұрақты коэффициентті сызықтық дифференциалдық 

теңдеулер жүйесі 

 
Дифференциалдық теңдеулер жүйесін қарастырғанда үш теңдеуден тұратын (n=3) жүйемен шектелейік. Төменде айтылғандардың барлығы кез келген ретті жүйе үшін де орындалады. 
Анықтама. Тұрақты коэффициентті нормальдық дифференциалдық теңдеулер жүйесі сызықты біртекті делінеді, егер оны келесі түрде жазу мүмкін болса:

[image: image553.png]o4
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 (1)

  (1) жүйе шешімдері үшін келесі қасиеттер орындалады:

1) Егер  y, z, u – жүйе шешімдері болса, онда Cy, Cz, Cu , мұндағы C = const – жүйе шешімдері болады.

2) Егер  y1, z1, u1 и y2, z2, u2  – жүйе шешімдері болса, онда  y1 + y2, z1 + z2, u1 + u2 – жүйе шешімдері болады.

 
Жүйе шешімдері: [image: image554.png]e

o, B,y k = const



 түрінде ізделінеді. Бұл мәндерді  (1) жүйесіне қоя отырып, барлық мүшелерді бір жағына жинап және  ekx-ке қысқартсақ:  

[image: image555.png](ay —R)otapbragy =0
anot(an —k)Ptagy=0
agtagft(a; —k)y=0




Алынған жүйенің нөлден өзге шешімі бар болуы үшін жүйе анықтауышы нөлге тең болуы қажетті және жеткілікті, яғни:  

[image: image556.png]



 Анықтауышты есептеу нәтижесінде k-ға қатысты үшінші дәрежелі теңдеу аламыз. Бұл теңдеу сипаттамалық теңдеу деп аталады және оның k1 , k2, , k3. үш түбірі болады. Оның әрқайсысына (1) жүйенің нөлден өзге шешімі сәйкес келеді:

[image: image557.png]vy = e,

2, = Pre™,

= e’

.




[image: image558.png]yy= e,z =B, uy =y,




[image: image559.png]Y=, oz = e, uy =ve™




 Бұл шешімдердің сызықтық комбинациясы (1) жүйе шешімі болады:

[image: image560.png]¥ =Chape™ +Cyone™ +Cyone™;




[image: image561.png]CiBe™ +C,P,e™ +Cypye™,




[image: image562.png]u=Cyye™ + 0™ + Cyype ™




Мысал 1: Жүйенің жалпы шешімін тап:

[image: image563.png]Sx+2y
¥'=2x+42y




Сипаттамалық теңдеу құрастырайық:
[image: image564.png](5-k)2-8)-4=0,  10-5E-2k+k?-4=0,





[image: image565.png]K -Tk+6





Теңдеулер жүйесін шешейік:  [image: image566.png]{(“u —ketagh=0
antt(ay —k)p=0




k1  үшін: [image: image567.png]G-Dey+28, =0 Ao + 2B,
20, +(2-1p, =0 205 +f, =0




[image: image568.png]


    делік (кез келген мән қоюға болады), сонда: [image: image569.png]


 
k2  үшін  : [image: image570.png]T, +2,

{(576)a2+252 =0 {
20, - 4B, =0

20, +(2-6)B, = 0




[image: image571.png]


 делік (кез келген мән қоюға болады), сонда: [image: image572.png]Ba




Жүйенің жалпы шешімі: [image: image573.png]Cye' +2C2"
202" +Cye™





Бұл мысалды басқа тәсілмен шығаруға болады: Бірінші теңдеуді дифференциалдаймыз: [image: image574.png]%'+ 2)";





Бұл өрнекке екінші теңдеудегі туындыны у =2x + 2y  қоямыз. 

[image: image575.png]x'+4x+4y,





Оған бірінші теңдеуден у тауып қоямыз:

[image: image576.png]



[image: image577.png]Tx'+6x=0




[image: image578.png]



[image: image579.png]x=de' + 8™,  x'=Ae' +68";




[image: image580.png]—5x=Ae’' +682™ - 54¢' - 582,




[image: image581.png]y:72Ae’+%Eeﬁ’,




[image: image582.png]4=Cy;

~B=C,



 деп белгілей отырып, жүйе шешімін аламыз:
[image: image583.png]Cye' +2C2"
202" +Cye™





Мысал 2: Жүйенің жалпы шешімін тап:

[image: image584.png]f

V'=y+z
Z=ytzx




Бұл жүйе жоғарыда қаралған жүйеден басқа текті, себебі біртекті емес (теңдеуде х-тәуелсіз аргумент бар). Шешу үшін бірінші теңдеуді х бойынша дифференциалдаймыз: 
[image: image585.png]



Екінші теңдеудегі z’ алмастырсақ, онда: [image: image586.png]Y=y'ty+tz+zx



.

Бірінші теңдеуден  z –ті тауып осыған қойсақ, онда: [image: image587.png]2y +x





Енді алынған екінші ретті дифференциалдық теңдеуді шешейік:

[image: image588.png]



Біртекті теңдеудің жалпы шешімі: [image: image589.png]y=C +Ce™




Енді біртекті емес теңдеудің дара шешімін табайық: 

[image: image590.png]=0,

O(x) = Ax+ B,




[image: image591.png]y=Ax'+Bx, y'=24x+B, y"=24




[image: image592.png]2A-44x-2B=x,
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Біртекті емес теңдеудің жалпы шешімі:

[image: image593.png]y=C+Ce™ —%x(ﬂl)




Алынған нәтижені жүйенің бірінші теңдеуіне қоямыз:  

[image: image594.png]z2=-C, +czg“+%(x’ —x-1).




  5  ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ШЕШІМДЕРІНІҢ ОРНЫҚТЫЛЫҒЫ

5.1 Шешімдердің  Ляпунов бойынша орнықтылығы. Бірінші жуықтау бойынша орнықтылық.




 1. Шешімдерді бірінші жуықтау бойынша орнықтылыққа зерттеу Ляпуновтың бірінші теоремасына негізделеді. 

Векторлық түрде жазылған келесі жүйені қарастырайық. 
[image: image595.png]


 [image: image596.png]


 R, f : [image: image597.png]R SR




Мұндағы  [image: image598.png]


     нүктесі келесі шартты қанағаттандырады: [image: image599.png]F(®)=0,



  жүйенің стационарлық нүктесі деп аталады. [image: image600.png]


  сол жүйенің шешімі екендігі белгілі.    Осы шешімді орнықтылыққа зерттейік.  Ол үшін  [image: image601.png]7@



   функциясын [image: image602.png]


 нүктесінде Тейлор қатарына жіктейік
[image: image603.png]7= 7+ L @)= my+olin-m L




Мұндағы [image: image604.png]F(®)=0,



 [image: image605.png]Pl



 [image: image606.png]


 -дегі [image: image607.png]7@



  Якоби функциясының матрицасы; Егер [image: image608.png]L
=



 -матрицасының өзіндік мәндері тек нақты теріс бөліктен тұрса, онда [image: image609.png]


 асимптоталық орнықты.  Егер өзіндік мәннің кемінде біреуі оң нақты бөліктен  тұрса  , онда [image: image610.png]


 шешім орнықсыз. 
 2.   п - ші ретті дифференциалдық теңдеулердің  шешімдерін орнықтылыққа зерттеу сипаттамалық теңдеудің шешімдерінің барлық нақты бөлігінің теріс болу шартына әкеледі. Ал ол шарт Раус- Гурвиц критерийі бойынша  тексеріледі.   

Мысал 1. Жүйенің нөлдік шешімін бірінші жуықтау бойынша орнықтылыққа зертте.
[image: image611.png]&= 2xy+y—x
Fe= 55t 4+ P +2x-2y



 [image: image612.png]2zy+y—x
Sxt+y +2x- 2y




  Шешуі.  (0,0) нүктесінде f функциясының Якоби матрицасын табайық:

[image: image613.png]¥ w00-=
5 00=





 INCLUDEPICTURE "http://rustud.ru/matematika/gl13/ris/image226.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image614.png]EA
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 [image: image615.png]%
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 [image: image616.png]


 [image: image617.png]


.

Осы матрицаның өзіндік мәндері :  1 = 2 +[image: image618.png]


 ,  2 = 2 [image: image619.png]


   - теріс сандар. Ендеше  нөлдік шешімі асимптоталық орнықты.  
 

Мысал 2. y + 2y + 2y + 3y = 0 теңдеуінің нөлдік шешімін орнықтылыққа зертте.

Шешуі. Гурвиц матрицасын тұрғызайық:

[image: image620.png]


 [image: image621.png]




 INCLUDEPICTURE "http://rustud.ru/matematika/gl13/ris/image232.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image622.png]


 [image: image623.png]


=[image: image624.png]


 [image: image625.png]




 INCLUDEPICTURE "http://rustud.ru/matematika/gl13/ris/image235.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image626.png]


 [image: image627.png]



 Бұл матрицаның негізгі минорлары оң, ендеше сипаттамалық теңдеудің шешімдерінің нақты бөліктері теріс. Ендеше, нөл орнықты.
6.  Дербес туындылы теңдеулер
6.1 дербес туындылы теңдеулер. Сипаттауыштар. Коши есебі
[image: image628.png]Ou
oty by
o





теңдеуінің  жалпы шешімін табу керек , мұндағы ai, b  –  (х1, …, xn, u) белгілі функциялары. Ол үшін алдымен:  

1) сипаттауыштар  теңдеулер жүйесінің алғашқы интегралдарын табу керек 
[image: image629.png]


 (*)

2) берілген дербес туындылы теңдеудің жалпы шешімі болатын алғашқы интегралдардан  қандай да бір  F(1, 2, …n) функциясын құрастырамыз (I – тәуелсіз, i = 1, …, n).
Бірінші ретті дербес туындылы теңдеудің Коши есебі дегеніміз: (*) теңдеуінің (n – 1) -өлшемді S бетінде

S = {r(S): x1(S1, …, Sn-1), x2(S1, …, Sn-1), …, xn(S1, …, Sn-1)}

u/S = (S1, S2, …, Sn-1) шартын қанағаттандыратын u(x1, …, xn) шешімін табу есебі. 
Мысал 1. Теңдеудің жалпы шешімін тап:
[image: image630.png]mE_, &
2040 Y





Шешуі. Сипаттауыштар теңдеулер жүйесін құрастырып, оны шешеміз:
[image: image631.png]



[image: image632.png]o L=t
x 2




Алғашқы интеграл табылды: С1 = ху + у2.  

 
Z = F(xy+y2) - функциясы теңдеудің жалпы шешімі болады, мұндағы F – кез келген дифференциалданатын функция. 
 

Мысал 2. Теңдеуді шеш: [image: image633.png]



Шешуі. Сипаттауыштар теңдеулер жүйесін құрастырайық:
[image: image634.png]



Алғашқы бөлшектер жұбы  алғашқы интегралды береді:[image: image635.png]dx
v

Ea

-z

=0 =x 4y’



  [image: image636.png]


 -ді екінші бөлшектер жұбына қоямыз, сонда:
[image: image637.png]



Соңғы теңдеуді интегралдай отырып, екінші алғашқы интегралды аламыз:
[image: image638.png]Y

€, = Harcsin <=+ (z+1)e™.





Сонда жалпы шешім:
[image: image639.png]F(x* +y* Farcsin +(z+De®)=0.





 

Мысал 3. Теңдеуді шеш:  [image: image640.png]P A P
= Vo %




Шешуі. Сипаттауыштар теңдеулер жүйесін құрастырып, оны шешеміз:

[image: image641.png]



[image: image642.png]


 теңдеуінен алғашқы интегралды аламыз: [image: image643.png]M



. 
[image: image644.png]dy _du
y



  бөлшектеріне тең бөлшектерді түрлендіру ережесін қолданайық:

[image: image645.png]pdxtxdy i d00) A g o
ity w2





Бұдан екінші алғашқы интегралды аламыз: С2 = (½)ху  u.

[image: image646.png]


   және  [image: image647.png]


 өрнектерін [image: image648.png]


 теңдеуіне қоямыз. Сонда: 
[image: image649.png]1




Алынған сызықтық теңдеуді шешеміз: 
[image: image650.png]



Үшінші алғашқы интегралды аламыз: [image: image651.png]



Мысал 4.  Коши есебін шеш:
[image: image652.png]


 [image: image653.png]


 y = 1.

Шешуі. Екі алғашқы интегралды табайық. Жүйе құрастырамыз:
[image: image654.png]



Бұдан бірінші алғашқы интегралды табамыз: С1 = х2у.

[image: image655.png]


  екенін ескере отырып [image: image656.png]


 теңдеуін шешсек, екінші алғашқы интегралды аламыз:
[image: image657.png]



[image: image658.png]



Екі алғашқы интегралға z = x2, y = 1  қоямыз:
[image: image659.png]



Бұл теңдеулер жұбынан х-ті жойсақ, алғашқы интегралдарды байланыстыратын келесі теңдеуді аламыз: [image: image660.png]G



  
С1 және С2 орнына алғашқы интегралдарды қойсақ, Коши есебінің шешімін аламыз:

[image: image661.png]:%(1+yz+2x2y+2xz)




 

Мысал 5.  Коши есебін шеш:

[image: image662.png]yﬁﬂy
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u = x2 + y2, z = 0.

Шешуі.      [image: image663.png]


-  сипаттауыштар теңдеулер жүйесінің  алғашқы интегралдарын табамыз:  [image: image664.png]


 [image: image665.png]



Бастапқы шарттарды пайдалана отырып алғашқы интегралдарды байланыстыратын келесі теңдеулерді аламыз: 

[image: image666.png]



u = x2 + y2  u = 2C2(C12 + 1).

С1 және С2 алғашқы интегралдарды қойсақ, Коши есебінің шешімін аламыз:

[image: image667.png]=20,(C) +1)=2]
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$$$33
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. Жалпы шешімі?
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$$$34 L(y)=f(x) теңдеуінің сәйкес L(y)=0 біртекті теңдеуінің жалпы шешімі белгілі болса, онда тәуелсіз тұрақтыларды С1(х),....,Сn(x)-функцилар деп берілген теңдеуді қанағаттандыратындай етіп таңдап алу әдісі.

A) у2=у1z-алмастыруы арқылы іздейді;
B) у=с1у1+с2у2;
C) тәуелсіз тұрақтыларды вариациялау деп аталады;
D) фундаментальдық шешімдер жүйесі болады;
E) вронскиан- W(x)≠0;
$$$35
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$$$36 Теңдеуді шешіңіз: 
[image: image852.wmf]0

9

|

|||

=

+

y

y


A) 
[image: image853.wmf]3

2

1

3

3

c

x

Sin

c

x

Cos

c

y

+

+

=

;

B) 
[image: image854.wmf]3

3

2

3

1

c

e

c

e

c

y

x

x

+

+

=

-

;

C) 
[image: image855.wmf]3

2

1

c

Sinx

c

Cosx

c

y

+

+

=

;

D) 
[image: image856.wmf]2

x

e

y

x

+

=

;

E) 
[image: image857.wmf]2

x

e

y

x

-

=

;

$$$37 Теңдеуді шешіңіз: 
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$$$38 Екінші ретті тұрақты коэффициетті біртекті емес диф.теңдеу?

A) 
[image: image864.wmf])

(

|

||

x

f

qy

py

y

=

+

+

;

B) 
[image: image865.wmf]x

e

qy

py

y

=

+

+

¢

¢

¢

|

;

C) 
[image: image866.wmf]0

|

||

=

+

+

qy

py

y

;

D) 
[image: image867.wmf]q

py

y

=

-

|

||

;

E) 
[image: image868.wmf]q

py

y

-

=

-

1

11

;

$$$39 Теңдеуді шешіңіз: 
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$$$40 Теңдеуді шешіңіз: 
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$$$41Екінші ретті диф.теңдеуді шешудің Лагранж әдісі- ?

A) тәуелсіз тұрақты шаманы варияциалау;

B) алмастыру :у!=р;

C) интегралдаушы көбейткішті қолдану;

D) 
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$$$42Нормальдық диф.теңдеулер жүйесі:
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$$$43 Нормальдық тұрақты коэффициентті диф.теңдеулер жүйесі?

A) 
[image: image888.wmf]ï
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E) 
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$$$44 y″-3y′+2y=x  −  дербес шешімі (k1=1; k2=2)?

A) yg=x/2+3/4;

B) yg=(-x/6-1/2)x2;

C) y=c1e-x+c2e-2x;

D) y=c1e-x+c2ex-1/2sinx;

E) yg=x/2+3/4;
$$$45 у(n)=f(x) шешімін табу сатылары?

A) y(n-1)=∫f(x)dx+c1 ж.с.с. n-рет интегралдау;

B) y(k)=z, у(к+1)=z',….,осылайша ретін төмендету арқылы;

C) у'=dy/dx=p, у"=dp/dy.dy/dx=p'·p,… реті төмендетіледі;

D) μ(х,у)-интегралдаушы көбейткіш δ(μМ)/δу=δ(μN)/δx  қанағаттандыруы керек;

E)
[image: image893.wmf]M
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 - өрнегі (x+y)-тің функциясы  болуы керек;
$$$46
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теңдеуінің реті? 

A) 3-ші ретті;

B) 2-ші ретті;

C) 1-ші ретті;

D) 4-ші ретті;

E) 5-ші ретті;

$$$47 Теңдеуді шешіңіз: 
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$$$48 y1-ysinx=ctgx теңдеудің типін анықтаныз?

A) Лагранж теңдеуі;

B) Клеро теңдеуі;

C) сызықтық тендеу;

D) біртекті теңдеу;

E) біртекті емес теңдеу;

$$$49 y′″-y=0 − шешімі?

A) y=c1ex+c2e2x;
B) y=c1e2x+c2xe2x;

C) y=c1ex+c2e-x/2cos√3/2x+c3e-x/2sin√3/2x ;

D) y=c1cosx+c2xcosx+c3sinx+c4xsinx;

E) y= 1/(1-x);
$$$50 
[image: image901.wmf]0
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$$$51
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теңдеуі ушін  
[image: image908.wmf]0

2

2

1

1

=

b

a

b

a

  болса, теңдеуді біртектіге келтіретін алмастыру?                                                           

A) біртекті;
B) иә;
C) y/x=t(x);
D) х=u+x0; у=v+y0;
E) а1х+в1у=t(х) немесе а2х+в2у=t(x);
$$$52
[image: image909.wmf]x
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шарты орындалса, m(x;y)dx+n(x;y)dy=0 қандай теңдеу?

A) Лагранж теңдеуі;

B) Клеро теңдеуі;

C) толық дифференциалдық тендеу;

D) біртекті теңдеу;

E) біртекті емес теңдеу;

$$$53 Теңдеуді шешіңіз y1 =3x:

A) 
[image: image910.wmf];
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$$$54 уу11-(у1)2=у3 теңдеуінің реті?
A) 3-ші ретті;

B) 2-ші ретті;

C) 1-ші ретті;

D) 4-ші ретті;

E) 5-ші ретті;
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. Дербес шешімдері?
A) 
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D) 
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 EMBED Equation.3 [image: image921.wmf]x
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$$$56 y11+y=0. Жалпы шешімі?
A) 
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$$$57Бірінші ретті диф.теңдеу?

A)
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$$$58 Теңдеуді шешіңіз: 
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$$$59 
[image: image938.wmf]0

2

=

+

ydy

xdx

 теңдеуінің типі?

A) белгісіздері айырылған теңдеуі;

B) Клеро теңдеуі;

C) толық дифференциалдық тендеу;

D) біртекті теңдеу;

E) біртекті емес теңдеу;

$$$60 
[image: image939.wmf](
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 теңдеуінің типі?

A) Лагранж теңдеуі;

B) Клеро теңдеуі;

C) сызықтық тендеу;

D) біртекті теңдеу;

E) біртекті емес теңдеу;

$$$61 
[image: image940.wmf]0

1

=

-

x

y

y

. Жалпы шешімі?

A) 
[image: image941.wmf];

 

cx

ny

=

l


B) 
[image: image942.wmf];

 

ncx

y

l

=


C) 
[image: image943.wmf];

 

nx

ny

l

l

=


D) 
[image: image944.wmf];

 

cx

y

=


E) 
[image: image945.wmf]cx

y

-

-

;

$$$62 Теңдеуді шешіңіз: 
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 алғашқы шарттары болса, қандай есептің шарттары?

A) Эйлера есебі;

B) Коши есебі;

C) Лагранж есебі;

D) Бернулли есебі;

E) Даламбер есебі;
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A) интегралды;

B) функцияның туындысын;

C) тұрақты шаманы;
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A) y=c1ex+c2e2x;
B) y=c1e2x+c2xe2x;

C) y=c1ex+c2ex/2cos√3/2x+c3ex/2sin√3/2x ;

D) y=c1cosx+c2xcosx+c3sinx+c4xsinx;

E) y= 1/(1-x);
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 теңдеуі қалай аталады?

A) интегралдық теңдеу;

B) 2-ші ретті диф.теңдеу;

C) 1-ші ретті диф.теңдеу;

D) квадраттық теңдеу;

E) интеграл;
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$$$78 P(x)dx+Q(y)dy=0 теңдеуінің типі?
A) белгісіздері айырылған теңдеуі;

B) Клеро теңдеуі;

C) толық дифференциалдық тендеу;

D) біртекті теңдеу;

E) біртекті емес теңдеу;
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 теңдеуінің типін анықтаңыз.
A) белгісіздері айырылған теңдеуі;

B) 2-ші ретті тұрақты коэффициетті сызықтық диф.теңдеу;

C) толық дифференциалдық тендеу;

D) біртекті теңдеу;

E) біртекті емес теңдеу;
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шешімі болса, теңдеуді біртектіге келтіру үшін қолданылатын алмастыру?

A) біртекті;
B) иә;
C) y/x=t(x);
D) х=u+x0; у=v+y0;
E) а1х+в1у=t(х) немесе а2х+в2у=t(x);
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$$$95 y=cosx қай диф. теңдеудің шешімі?
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$$$99 y'+p(x)y=Q(x) -  шешу ережесі:

A)
[image: image1126.wmf]ò

ò

ò

-

+

=

+

=

+

=

=

x

x

x

x

x

x

n

n

dx

y

x

f

y

x

y

dx

y

x

f

y

x

y

dx

y

x

f

y

x

y

y

x

y

0

0

0

)

,

(

)

(

,...

)

,

(

)

(

,

)

,

(

)

(

,

)

(

1

0

1

0

2

0

0

1

0

0

;

B)1)
[image: image1127.wmf]-

Þ

=

áæ

y

y

L

0

)

(

 біртекті теңдеудің жалпы шешімі;
[image: image1128.wmf]
    2) 
[image: image1129.wmf]-

Þ

=

ä

y

x

f

y

L

)

(

)

(

бір ғана дербес шешімі;
[image: image1130.wmf]ä

áæ

y

y

y

+

=

Þ

;

C)
[image: image1131.wmf])

(

)

,

(

)

(

0

)

(

)

2

)

(

)

)

(

(

)

1

x

v

c

x

u

y

x

v

v

x

P

v

x

Q

v

x

P

v

u

u

v

uv

y

=

Þ

þ

ý

ü

Þ

=

+

¢

=

+

¢

+

¢

Þ

=

 
D)
[image: image1132.wmf]Þ

þ

ý

ü

+

=

=

-

x

c

x

c

y

y

L

y

ä

áæ

b

b

sin

cos

)

2

0

)

(

)

1

2

1

 
[image: image1133.wmf]ä

áæ

y

y

y

+

=

;

E)
[image: image1134.wmf]ò

+

+

-

dx

x

x

x

x

x

x

...)

!

5

!

3

(

5

3

;
$$$100 L(y)=eαx Pn(x)-де α-мінездеме теңдеудің түбірі болмаса дербес шешімін қандай түрде іздеу керек.
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