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Введение

     Значительная роль в усвоении математики и овладении ее методами отводится самостоятельной работе студентов. Математическое образование и математическая культура составляют стержень научного знания, и значение математики как основы фундаментальных исследований постоянно возрастает.
 Математика 2 – базовая дисциплина, необходимая для изучения специальных дисциплин. Будущие специалисты получают представление о применении математики в различных отраслях техники и естествознания. 

Освоение курса «Математика 2» в дальнейшем способствует успешному освоению таких дисциплин обязательного компонента, как: физика,  основы электротехники, математическое задачи и компьютерное моделирование в электроэнергетике, теоретическая и прикладная механика, надежность и ремонт машин и другие. 
 Математический   анализ   является  основой математического образования   студентов-инженеров. Важное  значение   в курсе  отводится  изучению  дифференциального  исчисления   функции одной и нескольких  переменных – математическому аппарату,  широко  используемому    для  нахождения   оптимальных значений  различных показателей,    т.е.    решению задач   на  экстремум. Фундаментальные понятия   математического анализа  иллюстрируются  примерами  их  применения в задачах  инженерного содержания. Рассмотрены кратные и криволинейные интегралы, их геометрические и физические приложения. 

Пособие включает список основной и дополнительной литературы, вопросы для подготовки к экзамену, содержит основные определения, формулы, типовые задачи с решениями. Даны задачи для самостоятельного решения и ответы.  Всюду, где это возможно, рассматриваются приложения.
Математика является не только мощным средством решения прикладных задач и универсальным языком науки, но также элементом общей культуры. Освоение курса в дальнейшем способствует успешному освоению специальных дисциплин. Данное учебно-методическое пособие будет полезно не только студентам для самостоятельной работы, в качестве самоучителя, но и преподавателям для проведения практических занятий.
Тема 1  ФУНКЦИЯ НЕСКОЛЬКИХ  ПЕРЕМЕННЫХ

Функцией [image: image1.wmf])
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 называется правило, по которому каждому набору значений переменных [image: image2.wmf]n
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 ставится в соответствие определенное значение переменной z.

Частной производной функции нескольких переменных по одной из  переменных называется предел отношения соответствующего частного приращения функции к приращению рассматриваемого аргумента при стремлении последнего к нулю (если этот предел существует). 

Для функции двух переменных: 
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Частная производная по х от функции z=f(x,y) обозначается одним из символов   [image: image7.wmf]x
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называются смешанными.

Графиком функции z=f(x;y), определенной в области D, называется множество точек (x;y;z) трехмерного пространства таких, что z=f(x;y) для всех (x;y)[image: image9.wmf]Î

D
Полным дифференциалом функции z=f(x,y)  называется сумма произведений частных производных на соответствующие приращения переменных.

dz= [image: image10.wmf]x
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Дифференциалы независимых переменных совпадают с их приращениями, то есть  dx=Δx и dy=Δy. Поэтому формулу полного дифференциала можно записать так:

dz = [image: image12.wmf]x
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Производная функции двух переменных z = f (x, y)  в данном  направлении вычисляется по формуле:  
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где cosα и cosβ –направляющие косинуса луча l, α и β-углы, которые луч составляет с осями координат.
Понятие производной в данном направлении можно перенести на случай, когда имеется функция трех независимых переменных u = f (x, y, z), заданной в некоторой области V.

В этом случае производная [image: image15.wmf]l
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 находится по формуле:
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где, α, β и γ – углы, образуемые вектором [image: image18.wmf]l

r

с осями координат. 

Производная от функции u = f (x, y, z) по направлению [image: image19.wmf]l

r

 характеризует скорость изменения функции по этому направлению.

    Градиентом скалярной функции z = f (x, y) называется вектор плоскости xOy, имеющий проекции  [image: image20.wmf]x
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 на оси Оу. Градиент обозначается символом grad z. 

grad z = [image: image22.wmf]®
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Градиент функции z=f(x,y) есть вектор с координатами ([image: image24.wmf]x
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Градиент скалярного поля показывает направление наибольшего роста  функции z = f (x, y). 

Модуль градиента равен наибольшему возможному значению производной от функции z  в данной точке в любом направлении.

Модуль вектора градиента вычисляется по формуле: 
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Скорость наибольшего возрастания поля равна модулю градиента
Градиентом скалярной функции u = f (x, y, z) называется вектор, проекциями которого служат значения частных производных этой функции, то есть 
                                        grad u = [image: image27.wmf]®
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Вектор grad u в каждой точке направлен по нормали к поверхности уровня, проходящей через эту точку, в сторону возрастания функции.

Производная неявно заданной  функции
Формула для производной функции у= у(х)  неявно заданной уравнением F(х; у)=0, имеет вид:
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Экстремум функции двух переменных


Необходимое условие экстремума. Если функция z= f(x,y) имеет экстремум в точке М0(х0,у0), то частные производные [image: image31.wmf])
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 обращаются в нуль в этой точке или хотя бы одна из этих производных не существует.

Точки, в которых частные производные равны нулю или не существуют называются критическими (или стационарными) точками функции z=f(x,y).

Достаточное условие экстремума. Пусть в критической точке М0(х0,у0), и некоторой ее окрестности функция z= f(x,y) имеет непрерывные частные производные до второго порядка включительно.

 Вычислим ( =[image: image33.wmf]=
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-координаты критической точки. Тогда
 а) если (>0, то в данной критической точке М (  0;  у0) функция имеет  экстремум; при А<0 (или C<0), точка максимума, а при А>0 (или C>0), точка минимума; 

 б) если (<0, - то в точке М (х0;  у0) нет экстремума

 в) (=0  требуется дальнейшее исследование
Исследование на экстремум функции двух переменных производится по следующему правилу:

Найти частные производные первого порядка [image: image36.wmf])
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Эти производные приравнять к нулю, решить полученную систему уравнений. Найти критические  точки, в которых производные равны нулю или не существуют и которые лежат внутри области определения.

Найти частные  производные второго порядка.

Вычислить значения частных производных второго порядка в критических точках.      

Составить выражение ( =АС-В2 

Исследовать критические точки по знаку определителя ( . 

Пример 1. Найти производную функции у (х), неявно заданной уравнением
  х3еу+3хy-4+у-5х2=0 в точке х0=0

Решение

 Подставив значение х0=0 в исходное уравнение, найдем у0 =4. 
 Производная  неявно заданной функции, равна    [image: image38.wmf]1
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 Определим значение производной при х0=0 и у0 =4       [image: image39.wmf]12
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Пример 2.  Найти:


 а)  полный дифференциал функции [image: image40.wmf]3
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 в точке  А (0; 1),  
если (x =2,  (y= - 1;

   б)  производную функции по направлению вектора [image: image41.wmf]l
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= i+2j
Решение
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Найдем значения частных производных в точке А (0; 1)
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Полный дифференциал функции в точке  А (0; 1),  при (x =3,  (y= - 2 определим по формуле:  dz= [image: image45.wmf]x
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б) Производную функции  по направлению вектора [image: image49.wmf]l
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Пример 3. Найти градиент и модуль градиента функции 

z= [image: image57.wmf]22

2

xxyy

+-

 в точке   M(2;1). 

Решение

Найдем частные производные по х и по у. Подставим в производные координаты точки М.

[image: image58.wmf]x

z

¶

¶

=2х+2у ;  [image: image59.wmf]y

z

¶

¶

=2х-2у;  [image: image60.wmf]x

z

¢
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Тогда grad z= 6[image: image62.wmf]i
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 Модуль градиента [image: image64.wmf]2
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[image: image65.wmf]10

2

40

4

36

=

=

+

=

u

grad



 Пример 4. Найти  экстремум функции [image: image66.wmf]6
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Решение
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Получили  одну стационарную точку (1;1)
                3. [image: image72.wmf](
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                6. Так как [image: image75.wmf]0
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функция имеет максимум:
                    [image: image77.wmf]3
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1.1 Индивидуальное домашнее задание

Найти производную функции у (х), неявно заданной уравнением F(х; у)=0 

	1.1. 
	x3+8xy-y+ex=0, в точке х0=0
	1.16.
	y+у5(еx-1)-3х2+2sinx=0, в точке х0=0

	1.2. 
	y+х2+(х-5)у4-5х=0, в точке х0=5
	1.17.
	у+х(3+lny)-x2-1=0, в точке х0=0

	1.3. 
	х+ е2ух3+x5+y-2=0, в точке х0=0
	1.18.
	у+х(у3+1)-х2=0, в точке х0=1

	1.4. 
	у+х(8+lny)-x3-1=0, в точке х0=0
	1.19.
	xy3+y+ex -3ysinx =0, в точке х0=0

	1.5. 
	у3+х3 еу-1-6х-1=0, в точке х0=0
	1.20.
	у-х2+(х-2)2у3+2х=0, в точке х0=2

	1.6. 
	2х3еу+4х-3+у-х2=0, в точке х0=0
	1.21.
	у+х2(y3-1)+x=0, в точке х0=1

	1.7. 
	у-х2+х3cosy+2x=0, в точке х0=0
	1.22.
	х5-2xy3+ еxy+х=0,  в точке х0=0

	1.8. 
	y-4х2+(х-3)у+yx=0,в точке х0=3
	1.23.
	у+х-7х2+х2у3=0, в точке х0=0

	1.9.
	4xу3- е2x+y=0, в точке х0=0
	1.24.
	х(4+lny)-y+xey+1=0, в точке х0=0

	1.10.
	у+(y-2)х2+x3-2x+1=0, в точке х0=1
	1.25.
	у+(y+1)3х2+x3-2x+1=0, в точке х0=0

	1.11.
	2yx2+y+x+(y-2)ex=0, в точке х0=0
	1.26.
	х3еу+3х-2+у-х2=0, в точке х0=0

	1.12.
	у+хеу-1+3х4-1=0, в точке х0=0
	1.27.
	y+у5(еx-1)-6х3+x=0, в точке х0=0

	1.13.
	у+2х+4хy3+3x2-1=0, в точке х0=0
	1.28.
	еу-3ху-5х-1=0, в точке х0=0



	1.14.
	х-5+у+(х-5)siny=0, в точке х0=5
	1.29.
	2у+х(1+lny)-3yx3-2=0, в точке х0=0

	1.15.
	у+2х+4xy3+3x2-1=0, в точке х0=0
	1.30.
	3х-2+у-х2+(х-2)siny=0, в точке х0=2


Задана функция двух переменных z=f(x,y). Найти: 

а)  полный дифференциал функции в точке M(0;1), если (x =2,  (y= - 1
в)  градиент функции в точке M(0;1)

с)  модуль градиента в точке M(0;1)

д)  производную функции в точке M(0;1) по направлению  [image: image78.wmf]l

r
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1.32. z =[image: image83.wmf]x
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1.33. z =[image: image85.wmf]2
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      1.48. z =[image: image86.wmf]3
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1.34. z =[image: image87.wmf](
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      1.49. z =[image: image88.wmf](
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1.35. z =[image: image89.wmf]2
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                1.50. z =[image: image90.wmf](
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1.36. z =[image: image91.wmf](
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      1.51. z = [image: image92.wmf](
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1.37. z =[image: image93.wmf](
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      1.52. z =[image: image94.wmf](
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1.38. z = [image: image95.wmf]3
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      1.53. z =[image: image96.wmf](
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      1.54. z =2[image: image98.wmf](
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      1.55. z =6[image: image100.wmf]2
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1.41. z = [image: image101.wmf](
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                1.56. [image: image102.wmf]40
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1.42. z =[image: image103.wmf](
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                1.57. [image: image104.wmf]x
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1.43. z = [image: image105.wmf](
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            1.58. [image: image106.wmf]2
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1.44. z =[image: image107.wmf](
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      1.59. [image: image108.wmf]10
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1.45. z =[image: image109.wmf](
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      1.60. [image: image110.wmf]20
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Исследовать на экстремум следующие функции:
	1. 61.   z= 4x-4y-x2-y2
	  1.76.  z= 0,5x2+0,5y2+2xy-4x-5y

	1.62.   z= x2-xy+y2+9x-6y+20
	  1.77.  z= 2x2+3y2-xy-2x-11y+1

	1.63.   z= 3x+6y-x2-xy-y2
	  1.78.  z= -x2-y2-xy-4+6x

	1.64.   z= x3+8y3-6xy+1
	  1.79.  z= 2xy-2x-4y 

	1.65.   z= x3+y3-3xy
	  1.80.  z= x2+y2+xy-6x-9y

	1.66.   z= x3+3xy2-15x-12y
	  1.81.  z= 2x3+xy2+5x2 +y2+1

	1.67.  z= x3+8y3-6xy+5
	  1.82.  z= x2+y2+xy-3x-6y-2

	1.68.   z= x3+y3-6xy
	  1.83.  z=-2x2-y2+6xy-14x+5

	1.69.   z= 3x+6y-x2 –xy-y2
	  1.84.  z= 3x2+y2-2xy-2x-2y+3

	1.70.  z= 2x+6y+x2 –xy
	  1.85.  z= 2x2-y2+xy-7x+5y+2

	1.71.  z= 5x-2y-x2-y2
	  1.86.  z= 2x3- xy2+5x2 +y2

	1.72.  z= x2+y2-2x+4y+1
	  1.87.  z = x2+xy +y2

	1.73.  z= x2+xy+y2-13x-11y+7
	  1.88.  z =x2 +xy+y2+x-y+1

	1.74.  z= x3-7x2+xy-y2+9x+3y+12
	  1.89.  z = xy- x2 -y2+9

	1.75.  z= x3+y2-6xy-39x+18y+20
	  1.90.  z = x2+xy +y2-2x-y


    1.91. Показать, что функция z=arcsin(ху) удовлетворяет уравнению
[image: image111.png]==
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1.92. Показать, что функция z =tgxy+ [image: image113.png]


 удовлетворяет уравнению
[image: image114.png]



1.93. Показать, что функция и= exyz  удовлетворяет уравнению
[image: image115.png]u 0’u
axdyaz ) axdy





 1.94. Показать, что функция z=arctg [image: image117.png]


 удовлетворяет уравнению
[image: image118.png]0’z 9%z
dxdy 9yox





 1.95. Показать, что функция z = х4 еу+2х+у удовлетворяет уравнению
[image: image119.png]9%z _ 9%z _ 9%z
dx?0y 0xdydx dydx>





  1.96. Показать, что функция z=arctgx+х2lny+ху3 удовлетворяет уравнению
[image: image120.png]4 4





 1.97. Показать, что функция z=[image: image121.wmf]y

x

e

 удовлетворяет уравнению
[image: image122.png]0%’z 0z 0z

Y oxdy _ dy  ox





 1.98. Показать, что функция z=[image: image123.wmf]y

x

xy

-

 удовлетворяет уравнению
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 =[image: image126.wmf]y
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 1.99. Показать, что функция u=x[image: image127.wmf]x

y

e

-

 удовлетворяет уравнению
[image: image129.png]


 )=[image: image131.png]



 1.100. Показать, что функция z=2[image: image132.wmf])
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 удовлетворяет уравнению
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1.2  Контрольная работа 
В-1

I.  Найти область определения функции: [image: image137.wmf](

)

2

ln

log

2

-

+

-

=

y

x

y

z



2. Найти частные производные первого и второго порядков 

         [image: image138.wmf]2
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3. Исследовать на экстремум:  [image: image139.wmf]2
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4. Найти наибольшее и наименьшее значение функции

          [image: image140.wmf]1
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[image: image141.wmf]1
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В-2

I.  Найти область определения функции: [image: image142.wmf](
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2. Найти частные производные первого и второго порядков:  [image: image143.wmf]2
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3. Исследовать на экстремум:  [image: image144.wmf]20
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4. Найти наибольшее и наименьшее значение функции

          [image: image145.wmf]3
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В-3

I.  Найти область определения функции: [image: image147.wmf](
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2. Найти частные производные первого и второго порядков 

         [image: image148.wmf](
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3. Исследовать на экстремум:  [image: image149.wmf]1
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4. Найти наибольшее и наименьшее значение функции

          [image: image150.wmf]3
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В-4

I.  Найти область определения функции: [image: image152.wmf](
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2. Найти частные производные первого и второго порядков 

         [image: image153.wmf](
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3. Исследовать на экстремум:  [image: image154.wmf]5
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  4. Найти наибольшее и наименьшее значение функции

          [image: image155.wmf]3
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В-5

I.  Найти область определения функции: [image: image157.wmf]x
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2. Найти частные производные первого и второго порядков 

[image: image158.wmf](
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3. Исследовать на экстремум:  [image: image159.wmf](
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4. Найти наибольшее и наименьшее значение функции

       [image: image160.wmf]xy
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[image: image161.wmf]2

1

,

2

0

£

£

-

£

£

y

x


В-6

I.  Найти область определения функции: [image: image162.wmf](
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2. Найти частные производные первого и второго порядков :  [image: image163.wmf](
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3. Исследовать на экстремум:  [image: image164.wmf]3
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4. Найти наибольшее и наименьшее значение функции

[image: image165.wmf]1
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1.3  Тест «Функция нескольких переменных»
  1.  Функцией z = f(x1, x2,…, xn) называется 
А) зависимость между переменными  z  и  x1,x2,…,xn,  заданная формулой;

В) правило, по которому каждому набору значений переменных x1,x2,…,xn   ставится в соответствие не менее одного значения переменной  z;

С) правило, по которому каждому набору значений переменных x1,x2,…,xn ставится в соответствие единственное значение переменной  z;

D) соответствие между переменными z и x1,x2,…,xn, при котором каждому значению z сопоставляется определенный набор значений переменных x1, x2,…, xn;

Е) зависимость z от переменных x1,x2,…,xn, при которой изменение переменных x1, x2,…, xn влечет изменение переменной  z.

2. Графиком функции z=f(x;y) с областью определения D называется 

А) поверхность, заданная уравнением z=f(x;y);

В) кривая в области D, заданная уравнением z=f(x;y);

С) множество точек (x;y, z)
[image: image167.wmf]Î

R3 , где z=f(x;y) для всех (x;y)
[image: image168.wmf]Î

D;

D) множество точек (x;y,z)
[image: image169.wmf]Î

R3 , где x-абсцисса , y-ордината, z-апликата ;

Е) множество точек пространства  R3, располагающихся над точками 
области D.

3.Найти область определения функции 
[image: image170.wmf]x
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А) полуплоскость, лежащая выше прямой у = х
B) плоскость XOY, за исключением биссектрисы I и III  координатных углов

С) плоскость ХОУ
D) прямая у = х
Е) полуплоскость, лежащая правее прямой у = - х

4. Найти область определения функции 
[image: image171.wmf]у
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А) плоскость ХОУ
В) верхняя полуплоскость относительно оси ОХ
С) плоскость ХОУ, за исключением начала системы координат
D) плоскость ХОУ, за исключением  осей ОХ и ОУ
Е) плоскость ХОУ, за исключением оси ОХ
5.  Найти частную производную функции 
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6.  Найти частную производную функции 
[image: image178.wmf]xy
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А) 
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7. Найти частную производную функции 
[image: image184.wmf])

3

sin(

2

2

2

2

y

x

x

z

+

=

 по аргументу  у
A) 
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8. Найти производную функции u= x2 + y 2 + z 2 в точке Р( 1; 2; 3) в направлении вектора l=i+2j - 2k .

9.  Найти частную производную функции 
[image: image190.wmf])
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10.  Найти частную производную функции 
[image: image191.wmf]2
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11.  Найти частную производную 
[image: image192.wmf]2
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12. Найти сумму значений частных производных первого порядка функции 
[image: image193.wmf]4

52

zxyyx

=+++

 в точке  А (0; 1)

13. Полное приращение функции z=f(x;y) задается формулой:
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14. Полный дифференциал функции z=f(x;y) вычисляется по формуле:
А) 
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15.  Найти градиент функции z =
[image: image204.wmf]22
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E) 4
Тема 2  КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
Двойной интеграл
           Вычисление двойного интеграла  в декартовых  координатах:
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Вычисление двойного интеграла сводят к последовательному вычислению двух определенных интегралов. Правую часть формулы (1) называют двукратным (или повторным) интегралом от функции f(x;y) по области D.  При этом [image: image213.wmf]ò
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 называют внутренним интегралом.

Для вычисления двукратного интеграла сначала берём внутренний интеграл, считая x постоянным, затем берем внешний интеграл, т.е. результат первого интегрирования интегрируем по x в пределах от a до b.

Если область D ограничена прямыми y=c и y=d (c<d), кривыми х=(1(y) и x= (2(y), причем (1≤(2 для всех [image: image214.wmf]]
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, т.е. область D – правильная в направлении оси Ox, то, рассекая тело плоскостью y=const, аналогично получим:   [image: image215.wmf]ò
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Здесь, при вычислении внутреннего интеграла, считаем y постоянным.

Замечание.  Границы внешнего интеграла в двукратном интеграле всегда постоянны, а внутренние, как правило, переменные.

Вычисление двойного интеграла в полярных координатах:
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где D* - область в полярной системе координат, соответствующая области D в декартовых координатах.

Для вычисления двойного интеграла в полярных координатах применяют то же правило сведения его к двукратному интегралу. Переход к полярным координатам полезен, когда подынтегральная функция имеет вид [image: image217.wmf])
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 есть круг, кольцо или часть таковых. Переход к полярным координатам осуществляется путём замены [image: image219.wmf]j
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Основные свойства двойного интеграла

1. Постоянный множитель можно вынести за знак двойного интеграла
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2. Линейность. [image: image221.wmf]òò
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3. Аддитивность. Если область D разбить линией на две области D1 и D2 такие, что D1UD2 = D, а пересечение D1 и D2 состоит лишь из линии, их разделяющей, то
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4. Монотонность. Если в области D функции f(x;y) и φ(x;y) удовлетворяют неравенству: 

                     f(x;y) ≥ φ(x;y),        то и     [image: image223.wmf]òò
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 5.Если в области D имеет место неравенство f(x;y) ≥ 0, то   [image: image224.wmf]0
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 7. Оценка интеграла.  Если функция f(x;y) непрерывна в замкнутой области D, площадь которой S, то
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где m и M – соответственно наименьшее и наибольшее значения подынтегральной функции в области D.
Приложения двойного интеграла
1.Геометрический смысл двойного интеграла: величина двойного интеграла от неотрицательной функции равна объёму цилиндрического тела, ограниченного снизу областью D,  сверху- поверхностью [image: image228.wmf])
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, а с боков цилиндрической поверхностью, образующие которой параллельны оси Оz.    

Объем цилиндрического тела

                    [image: image229.wmf]òò
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2. Физический смысл двойного интеграла: двойной интеграл от функции [image: image230.wmf]r

(x;y) численно равен массе пластинки, если подынтегральную функцию [image: image231.wmf]r

(x;y) считать плотностью этой пластинки в точке (x;y)

Масса плоской пластинки
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 3. Площадь плоской фигуры :  [image: image233.wmf]òò
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 или в полярных  
координатах:    [image: image234.wmf]òò
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4. Статические моменты фигуры [image: image235.wmf]D

 относительно осей [image: image236.wmf]Ox

и [image: image237.wmf]Oy

могут   быть вычислены по формулам
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5. Координаты центра тяжести плоской фигуры по формулам:

[image: image240.wmf]m
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      6.  Моменты инерции плоской фигуры относительно осей [image: image242.wmf]Ox
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 могут быть вычислены по формулам 
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      Момент инерции фигуры относительно начала координат:    [image: image246.wmf]y
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Тройной интеграл

    По аналогии с двойным интегралом определяется тройной интеграл. Пусть в декартовом пространстве Oxyz задана замкнутая область V, и функция  f(x,y,z),определенная в этой области. Разобьем область V на конечное число ячеек и обозначим их 
[image: image247.wmf]n
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 и в каждой из них выберем точку Mi(xi,yi,zi),
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-

D

=

n

i

i

i

i

i

n

V

z

y

x

f

S

1

)

,

,

(

                                                                                                

где ∆Vi- объем 
[image: image250.wmf]i

-той ячейки. Эта сумма называется трехмерной интегральной суммой. Обозначим через d наибольшие диаметры ячеек ∆Vi ,тогда предел интегральной суммы при d→0, называется тройным интегралом от функции f(x,y,z),распространенной по области V, и обозначается следующим образом:
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если подынтегральная функция f(x,y,z) непрерывна в замкнутой ограниченной области интегрирования V, с кусочно-гладкой границей, то тройной интеграл существует. Интегральная сумма приближенно равна массе m, заполняющей область V, если d→0, тогда предел суммы  равен массе  m
Если f(x,y,z) есть непрерывная плотность распределения массы в пространстве, то тройной интеграл равен массе: 


[image: image252.wmf]m
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Если плотность f(x,y,z)=1 , то масса области V численно равна её объему, поэтому объем области V  выражается тройным интегралом:  
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Пусть область интегрирования V стандартна относительно оси Oz, то есть, ограничена сверху и снизу соответственно непрерывными        поверхностями 
[image: image254.wmf]î

í

ì

=

=

)

,

(

)

,

(

2

2

1

1

y

x

z

z

y

x

z

z

. 

Причем проекция области V на координатную область Oxy обозначим через S, отсюда следует, что при фиксированных значениях (x,y)
[image: image255.wmf]'

S соответствующие аппликаты z, точек области V изменяются в пределах z1(x;y) ≤ z ≤ z2 (x;y)

тогда     
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Если, кроме того, проекция S – стандартная относительно оси Oy определяется неравенствами S:   
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Из этих формул получаем тройной интеграл   
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Замена переменных в тройном интеграле

   Если при вычислении тройного интеграла
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  требуется перейти от переменных декартовой системы координат (x,y,z) к новым криволинейным переменным (u;v;ω) связанных с переменными (x,y,z) соотношениями, 
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В частности при переходе от декартовых координат к цилиндрическим координатам (r;φ;z) связанные отношениями 
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Якобиан преобразование I=r. Формула преобразования тройного интеграла к цилиндрическим координатам имеет вид:
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        При переходе от декартовых координат (x,y,z) к сферическим координатам (r;φ;θ)
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        Формула преобразования тройного интеграла к сферическим координатам имеет вид
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Приложения тройного интеграла

   Объем тела, занимающий область Т, определяется формулой 
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Момент инерции относительно, осей координат это тройной интеграл вида:
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Пример 1. Вычислить двукратный интеграл: [image: image281.wmf]12
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Решение

Сначала вычисляем внутренний интеграл, где у  является                                  

переменной, а х постоянной:
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    Далее вычисляем внешний интеграл, — полученный результат интегрируем по х:
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Пример 2. Изменить порядок интегрирования в интеграле: 
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Решение

Опреде​ляем область интегрирования: x = - 3, x = 3, y = x2, y = 9.
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Пример 3. Вычислить двойной интеграл [image: image289.wmf]D
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Решение

Построив данные линии между точками их пересечения (2;-2) и (8; 4), получим параболический сегмент A0B
Двойной интеграл по этой области выражается одним двукратным интегралом
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так как точки А и В (с наибольшей и наименьшей ординатами) разбивают границу области  на левую (АОВ) и  правую (АВ) линии, каждая   из   которых   определяется   одним   уравнением: [image: image291.wmf]2
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Вычисляя двукратный интеграл,  получим
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Пример 4. Найти массу круглой пластинки D:  х2+у2 ≤ 1 с плотностью 3-х-у 
Решение

Имеем: 
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Последний интеграл равен нулю, как интеграл от нечётной функции по симметричному относительно началу координат отрезку. Поэтому, делая подстановку x=sint, получим:
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2.1   Индивидуальное домашнее задание

1. Построить на плоскости хОу область интегрирования заданного интеграла.

2. Изменить порядок интегрирования и вычислить интеграл при заданном и изменённом порядке интегрирования
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Пластинка [image: image325.wmf]D

 задана ограничивающими ее кривыми, [image: image326.wmf]m

-поверхностная плотность. Найти массу пластинки.
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2.59. [image: image355.wmf].
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2.60. [image: image356.wmf].
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2.2   Тест «Кратные интегралы»

1. Двойной интеграл от функции 
[image: image357.wmf](,)

fxy

 по области  D равен

      А) площади области  D;
B) объему цилиндрического тела, ограниченного плоскостью 
[image: image358.wmf]0

z

=

, 

поверхностью 
[image: image359.wmf](,)

zfxy

=

;
C) объему цилиндрического тела с основанием D, ограниченного   поверхностью 
[image: image360.wmf](,)

zfxy

=

;
D) объему тела, ограниченного поверхностью 
[image: image361.wmf](,)

zfxy

=

 и плоскостью 
[image: image362.wmf]0

xy

; 

     E) площади поверхности 
[image: image363.wmf](,)

zfxy

=

, проектируемой на область D.
2. Укажите свойство, которым не обладает двойной интеграл.

      А) 
[image: image364.wmf][(,)(,)](,)(,)

DDD

fxyxydxdyfxydxdyxydxdy

jj

+=+

òòòòòò


B) 
[image: image365.wmf](,)(,)

DD

afxydxdyafxydxdy

=

òòòò


C) 
[image: image366.wmf]12

(,)(,)(,)

DDD

fxydxdyfxydxdyfxydxdy

=+
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D) 
[image: image367.wmf](,)(,)

DD

fxydxdyfxydydx

=-
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     E) 
[image: image368.wmf](,)(,)

DD

fxydxdyfxydydx

=

òòòò


3. Вычислить  
[image: image369.wmf];

dxdy

у

х

Д

òò

 0 ( х ( 1, 0 ( у ( 1

4. Вычислить 
[image: image370.wmf]òò

Д

d

d

q

r

r

;   
[image: image371.wmf]2

b

 ( ( ( b ;    0 ( ( ( 
[image: image372.wmf]2

p


5. Вычислить 
[image: image373.wmf];

xy

Д

edxdy

+

òò

 
[image: image374.wmf]0 ( х ( 1, 0 ( у (1

А) (е-1)2                     

   В) (е-1)                  

С) (е-1)3                           

D) (е-1)-1                                           

Е) (е-1)-2               

6. Вычислить 
[image: image375.wmf](

)

sin;

Д

xxydxdy

+

òò

 
[image: image376.wmf]0 ( х (
[image: image377.wmf]p

, 0 ( у (
[image: image378.wmf]2

p


А) 
[image: image379.wmf]3

p

-

                     

В) 
[image: image380.wmf]2

p

-

                  

С) 
[image: image381.wmf]4

p

-

                           

D) 
[image: image382.wmf]1

p

-

                                           

Е) 
[image: image383.wmf]p

               

7. Вычислить 
[image: image384.wmf]2

2

;

Д

x

dxdy

y

òò

 
[image: image385.wmf]
область, ограниченная линиями  у=х,  х=2 и   ху=1 
А) 5/4                  

В) 7/4                

С) 9/4                          

D) 3/4                                         

Е) 1/4          

8. Вычислить 
[image: image386.wmf](

)

òò

+

Д

dxdy

у

х

;

 
[image: image387.wmf]0 ( х ( 1, 0 ( у ( 2

9. Вычислить 
[image: image388.wmf](

)

òò

-

Д

dxdy

у

х

ху

; 0 ( x ( 1,     0 ( у (1

10.. Вычислить 
[image: image389.wmf]2

0sin

a

a

dd

p

q

rrq

òò

 
[image: image390.wmf]
А) 
[image: image391.wmf]2

a

p

                     

В) 
[image: image392.wmf]2

1

2

a

p

                  

С) 
[image: image393.wmf]2

1

3

a

p

                     

D) 0                      

Е) 
[image: image394.wmf]2

1
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p

 

11. Вычислить 
[image: image395.wmf]42

2

x

x

y

dxdy

x

òò


12  Вычислить 
[image: image396.wmf](

)

V

хухуdxdydz

+

òòò

; 0 ( x ( 1,     0 ( у ( 2, 
[image: image397.wmf]01.

z

££


13. Эта формула 
[image: image398.wmf](

)

(

)

,cos,sin

Д

fxydxdyfdd

rqrqrrq

D

=

òòòò


А) замена переменной в двойном интеграле 

В) интегрирование по частям в определенном интеграле 

С) перехода к полярным координатам в двойном интеграле

D) замена переменной в неопределенном интеграле 

Е) замена переменной в определенном интеграле

14.Вычислить 
[image: image399.wmf]cos;

V

xdxdydz

òòò

 
[image: image400.wmf]0 ( х ( 
[image: image401.wmf]p

, 0 ( у (1, 
[image: image402.wmf]01.

z

££


15. Вычислить 
[image: image403.wmf]421

20

x

x

y

dxdydz

x

òòò


Тема 3 КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Криволинейный интеграл первого рода

Если кривая L задана непрерывно дифференцируемой y=у(x), х([a,b] то 

[image: image404.wmf](,)

L

fxydl

ò

=[image: image405.wmf]'2

(,())1(()),

b

a

fxyxyxdx

+

ò




при этом  выражение dl=[image: image406.wmf]'2

1(()),

yxdx

+

 называется дифференциалом длины дуги.

Если кривая L задана параметрически, т.е. в виде x=x(t),y=y(t), где x(t), y(t) – непрерывно дифференцируемые функции на некотором отрезке [[image: image407.wmf],

ab

], то

[image: image408.wmf](,)

L

fxydl

ò

= [image: image409.wmf]'2'2

((),())(())(()).

b

a

fxtytxtytdt

+

ò


Если L  задана полярным уравнением  r=r([image: image410.wmf]j

), где  [image: image411.wmf]j

( [[image: image412.wmf],

ab

], то

[image: image413.wmf](,)

L

fxydl

ò

= [image: image414.wmf]22

(cos,sin)'.

b

a

frrrrd

jjj

+

ò


Приложение криволинейного интеграла первого рода

1. Длина кривой. Длина плоской или пространственной линии : l=[image: image415.wmf]L

dl

ò


2. Площадь цилиндрической поверхности.
Построим цилиндрическую поверхность z =f(x,y) с направляющей L, лежащей в плоскости Оху  и образующей, параллельной оси Оz Площадь этой цилиндрической поверхности можно вычислить по формуле

S=[image: image416.wmf](,)

L

fxydl

ò


3. Масса кривой. (физический смысл криволинейного интеграла первого рода)
Если L=AB- материальная кривая с плотностью, равной р(x,y), то масса этой кривой вычисляется по формуле

m=[image: image417.wmf](,)

AB

pxydl

ò


4. Статические моменты материальной кривой L относительно координатных осей Ох и Оу соответственно равны 

Mx =[image: image418.wmf]ò

L

dl

у

х

у

)

,

(

r

,         My=[image: image419.wmf]ò

L

dl

у

х

х

)

,

(

r


где p(x,y) – плотность распределения кривой  L
5. Координаты центра тяжести ( центра масс) кривой  L:

хс=[image: image420.wmf]y

M

m

,   ус =[image: image421.wmf]x

M

m


6. Моменты инерции  кривой L c линейной плотностью [image: image422.wmf](,)

pxy

 относительно осей  Ох и Оу и начала координат

Ix=[image: image423.wmf]2

(,)

L

ypxydl

ò

,                Iy=[image: image424.wmf]2

(,)

L

xpxydl

ò

,            I0=[image: image425.wmf]22

()(,)

L

xypxydl

+

ò


Криволинейный интеграл первого рода обладает свойствами, аналогичными соответствующим свойствам определенного интеграла. Однако есть отличие:

[image: image426.wmf](,)

AB

fxydl

ò

=[image: image427.wmf](,)

BA

fxydl

ò

.

т.е  криволинейный интеграл  первого рода не зависит от направления пути интегрирования.

Криволинейный интеграл второго рода (по координатам)

Решение задачи о работе переменной силы при перемещении материальной точки вдоль некоторой кривой приводит к понятию криволинейного интеграла II рода.

                                А = [image: image428.wmf]0

0

lim

®

D

®

D

yi

xi

[image: image429.wmf]å

=

n

l

P

1

(хi, уi) Δxi + Q (xi, yi) Δyi.                               

Свойства криволинейного интеграла по координатам

Свойство 1. Если в криволинейном интеграле изменить направление пути интегрирования, то интеграл лишь изменит свой знак на противоположный 

                [image: image430.wmf]ò

AB

È

P

(x, y) dx + Q (x, y) dy = - [image: image431.wmf]BA

P

È

ò

(x, y) dx + Q (x, y) dy

Свойство 2. Если контур интегрирования разбить на части, то интеграл по всему контуру равен сумме интегралов, взятой по каждой части в отдельности в том же направлении.

[image: image432.wmf]ò

AB

È

F

(x, y) dx + Q (x, y) dy =[image: image433.wmf]C

P

ÈA

ò

(x, y) dx + Q (x, y) dy + [image: image434.wmf]ò

B

È

C

P

(x, y) dx + Q (x, y) dy.

Свойство 3. Криволинейный интеграл, взятый вдоль замкнутого контура в определенном направлении, не зависит от начальной (исходной) точки интегрирования.

[image: image435.wmf]ò

ABCDA

P

(x, y) dx + Q (x, y) dy = [image: image436.wmf]ò

BCDAB

P

(x, y) dx + Q (x, y) dy

Вычисление криволинейного интеграла сводится к вычислению соответствующего определенного интеграла. 

                                [image: image437.wmf]ò

AB

P

(x, y) dx + Q (x, y) dy       

Криволинейный интеграл [image: image438.wmf]ò

L

 P (x, y) dx + Q (x, y) dy    где контур L  целиком лежит внутри некоторой односвязной области, в которой функции Р (х, у) и Q (x, y) непрерывны вместе со своими частными производными,  не зависит от пути интегрирования тогда и только тогда,  когда во всех точках области имеет место равенство:
                                                                   [image: image439.wmf]x

Q

y

P

¶

¶

=

¶

¶

     (*)              


Следствие 1. Если выполняется условие (3), то подинтегральное  выражение (2) представляет собой полный дифференциал некоторой функции  U (х, у), то есть 

                                       P (x, y) dx + Q (x, y) dy = dU                


Следствие 2. Если выполняется условие (*), а контур интегрирования является замкнутым, то криволинейный интеграл равен нулю, то есть в этом случае 

                                    [image: image440.wmf]ò

L

 P (x, y) dx + Q (x, y) dy = 0           

Формула Грина

Формула Грина устанавливает связь между криволинейным интегралом по замкнутому контуру и двойным интегралом по области, ограниченной этим контуром.

Если L – замкнутый контур, ограничивающий в плоскости хОу область D, а функции Р (х, у) и Q (x, y) непрерывны вместе со своими частными производными первого порядка в области D, то имеет место следующая формула: 

                     [image: image441.wmf]ò

L

 P (x, y) dx + Q (x, y) dy = [image: image442.wmf]òò

D

[image: image443.wmf]÷

÷
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y

P

x

Q

 dx dy ,       
Замкнутый контур L обходится против хода часовой стрелки. 

Приложения криволинейного интеграла 2-го рода

а) Площадь плоской фигуры, ограниченной замкнутой линией L
[image: image444.wmf]ò

-

=

L

ydx

xdy

S

2

1


в) Работа переменной силы  (F = Р (x, y)(i + Q (x, y)(j   на криволинейном участке АВ
А = [image: image445.wmf]ò

AB

È

P

 (х, у) dx + Q (x, y) dy
Пример 1.  Вычислить криволинейный интеграл [image: image446.wmf]L

x

dl

y

ò

, где 

L- дуга параболы у2=2х заключенная между точками (2,2) и (8,2).

Решение

Найдем дифференциал дуги dl для кривой [image: image447.wmf]2

yx

=

. Имеем 

[image: image448.wmf]2
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',1(')1

2

2

ydlydxdx

x

x

==+=+

.

Следовательно данный интеграл равен

[image: image449.wmf]88
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Пример 2. Вычислить криволинейный интеграл [image: image450.wmf]23

()

L

xydl

+

ò

       

L- контур треугольника АОВ с вершинами А(1,0), В(0,1),О(0,0).

Решение

[image: image451.wmf]23

()

L

xydl

+

ò

=[image: image452.wmf]23

()
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xydl

+

ò

+[image: image453.wmf]23

()
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xydl

+

ò

+[image: image454.wmf]23

()
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xydl

+

ò


Вычислим криволинейный интеграл по каждому из отрезков 
АВ, ВО и ОА

1) Уравнение прямой АВ  имеет вид у=1–х, то dl=[image: image455.wmf]2

1(')2

ydxdx

+=


отсюда, учитывая что х меняется от 0 до 1 получим

[image: image456.wmf]23

()
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xydl

+

ò

=[image: image457.wmf]1
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2) Уравнение прямой ВО: х=0,   0  ( y ( 1,   dl=dу
откуда[image: image458.wmf]23

()

BO

xydl

+

ò

=[image: image459.wmf]1

3

0

1

4

ydy

=

ò


3) Уравнение прямой ОА у=0, 0  ( х  (1,dl=dх.

[image: image460.wmf]23
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xydl

+

ò

=[image: image461.wmf]1

2

0

1

3

xdy

=

ò


4) Окончательно 

[image: image462.wmf]23
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L

xydl

+

ò

=[image: image463.wmf]72117277(21)
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Пример 3  Вычислить криволинейный интеграл
[image: image464.wmf]23

()

L

xydl

+

ò

, L -окружность х2+у2 = ах   (а>0)

Решение

Введем полярные координаты х=r[image: image465.wmf]×

cos[image: image466.wmf]j

,  у=r[image: image467.wmf]×

sin[image: image468.wmf]j

 .Так как х2+у2=r2, то уравнение окружности примет вид r2 = a[image: image469.wmf]×

r[image: image470.wmf]×

cos[image: image471.wmf]j

,  т.е. r = a[image: image472.wmf]×

cos[image: image473.wmf]j

,

а дифференциал дуги dl=[image: image474.wmf]j
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при этом [image: image475.wmf]j
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Следовательно [image: image477.wmf]23
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Пример 4. Вычислить работу, производимую силой F=(x2 + y) i+(x + y2) j при перемещении материальной точки из В (-1, 1) до С(0;2) по прямой, проходящей через эти точки.

Решение

Применяя  криволинейный интерал второго рода вычислим работу
А = [image: image479.wmf]ò
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P

 (х, у) dx + Q (x, y) dy;        P(x, y) = x2 + y,     Q(x, y) = x + y2.

Составим уравнение ВС:   [image: image480.wmf]1
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Следовательно, 

А = [image: image481.wmf]ò
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Пример 5. Вычислить криволинейный интеграл К = [image: image486.wmf]ò

L

(3х2 + 2у2) dx + 4 xу dy от точки О(0, 0) до точки С (2, 4) по четырем различным путям: 

1) L есть отрезок прямой ОС;

2) L – дуга параболы у = х2
3) L – ломаная ОАС, где А (2, 0);

4) L – ломаная ОВС, где В (0, 4) 

Решение

1)  Уравнение прямой ОС:  у = 2х; на отрезке ОС х изменяется от 0 до 2. Следовательно, 

К1 = [image: image487.wmf]ò
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(3х2 + 8х2) dx + 4х · 2х · 2dx = [image: image488.wmf]ò
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2). y = x2, dy = 2x dx, 0≤x≤2.

К2 = [image: image490.wmf]ò

2

0

(3х2 + 2х4) dx + 4х · х2 · 2xdx = [image: image491.wmf]ò
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(3х2 + 10х4) dx = [х3 + 2x5][image: image492.wmf]2
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3). На отрезке ОА   у = 0,   0≤х≤2. Поэтому dy = 0 и КОА = [image: image493.wmf]ò
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3х2 dx = 8.

На отрезке АС   х = 2,   0≤ у ≤4.  Поэтому  dx = 0  

КАС = [image: image494.wmf]ò
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8у dу = 64.       К3 = КОА + КАС  = 8 + 64 = 72.

4). На отрезке ОВ х = 0, 0≤у≤4. Поэтому  dx = 0 и

КОВ = [image: image495.wmf]ò
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О · dу = 0.

На отрезке ВС у = 4, а 0≤х≤2, Поэтому dy = 0 и 

КВС = [image: image496.wmf]ò

2
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(3х2 + 32) dx = [х3 + 32x][image: image497.wmf]2

0

 = 72. К4 = КОВ  + КВС = 0 + 72 = 72

Как видно, во всех случаях получено одно и то же значение криволинейного интеграла. Совпадение результатов объясняется тем, что выполняется условие [image: image498.wmf]у
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 P (x, y) = 3х2 + 2у2, ,         Q (x, y) = 4ху,        [image: image500.wmf]у

Р

¶

¶

 = 4у,      [image: image501.wmf]x
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Следовательно, данный криволинейный интеграл не зависит от пути интегрирования. 

Пример 6. Применяя формулу Грина, вычислить криволинейный интеграл

К = [image: image502.wmf]ò

L

2 (х2 + у2) dx  + (х + у)2 dy , 

где L есть контур треугольника АВС с вершинами А (1, 1), В (2, 2), С (1,3) 

Решение

[image: image503.wmf]ò
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По условию P (x, y) = 2 (х2 + у2);  Q (x, y) =  (x+ y)2;

 тогда [image: image506.wmf]x
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К = [image: image508.wmf]òò
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[2(x + y) – 4y] dx dy  = 2 [image: image509.wmf]òò
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так как уравнение прямой АВ: у = х, а уравнение прямой ВС:  у = - х + 4, то область D (треугольник АВС) определяется неравенствами: 

1≤ х ≤2;     х ≤ у ≤ - х+4.

 Следовательно, 

К  = 2 [image: image510.wmf]ò
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 Пример 7. Вычислить криволинейный интеграл  [image: image519.wmf]ò

L

у dx + х dy,  если L – четверть дуги окружности х = R[image: image520.wmf]×

cos t, y = R[image: image521.wmf]×

sin t, лежащая в первом квадранте и пробегаемая против хода часовой стрелки. 

Решение

 При данных условиях параметр t будет изменяется от 0 до [image: image522.wmf]2
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3.1  Индивидуальное домашнее задание

Вычислить данные криволинейные интегралы

	3.1.
	[image: image529.wmf](

)

22

L

xydx

-

ò

, где [image: image530.wmf]L

-дуга параболы[image: image531.wmf]2

yx

=

от точки (0;0) до точки (2;4) 

	3.2. 
	 [image: image533.png]o, &—yHdx+xdy, e Liy=x? 0(0;0),B(1; 1)





	3.3. 
	[image: image534.wmf]ò

L

(х +у2) dx + 2 xy dy ,    где        L: у = х2     от А (0, 0) до В (2, 4)

	3.4. 
	[image: image535.wmf]ò

L

4х3 у dx + ху dy,         где        L: у = х3     от О (0, 0) до В (2, 8)

	3.5. 
	[image: image536.png]f(xy— 1)dx+x?ydy, rtael:y?=4—4x oTA(1,0) o B(0,2)
Lap





	3.6.
	[image: image537.png]f xdx+ydy+(x—y+1)dz, rael=AB;A(LL1);B(234)
J





	3.7.
	[image: image538.wmf](1;1)

(0;0)

()

xydxyxdy

+-

ò

 вдоль линии [image: image539.wmf]3

yx

=



	3.8. 
	[image: image540.png]fwdx+ (y-%dy, mmel: y=x?0r0(0,0) 20B(1,1)






	3.9. 
	[image: image541.wmf]ò

(х + у) dx – х dy,  [image: image543.png]20e L:



 ломаная ОАВ; O(0;0), А(2;0), В(4;2)

	3.10. 
	[image: image544.png]IZzydz —x2dy,20e Ly = x* om 0(0,0)00 A(2,1)






	3.11. 
	[image: image545.wmf](

)

OA

yxydxxdy

-+

ò

, где  L- дуга  параболы  y=2x2   от О(0;0) до  А(1;2) 



	3.12. 
	[image: image546.png]J o +yaxe e yay,

Lace

20 Lycg — momanas ACB,A(2,0); C(5,0); B(5,3)





	3.13.  
	[image: image547.wmf](

)

OA

yxydxxdy

-+

ò

 от точки О(0;0) до точки А(1;2) по прямой y=2x

	3.14. 
	[image: image548.wmf](1;1)

(0;0)

()

xydxyxdy

+-

ò

 вдоль линии [image: image549.wmf]2

yx

=



	3.15. 
	[image: image550.png]f 2xydx— x2dy,rze L nomamas OBA; 0(0,0);B(2,0);A(2,1)
Lorpa





	3.16. 
	[image: image551.png]1
J-(xyfx)dxfixzdy, e Lyg — Ayranapabomsiy? = 4x

ot toukn A(0,0) 1o Touxu B(1,2)
Lap





	3.17. 
	[image: image552.png](xy — Ddx + x*ydy,20e L — dyea snunca x = cost,
y = 2sint om A(1,0) 60 B(0,2)

Lar





	3.18.
	[image: image553.wmf]ò

L

(3х2 + 2у2) dx + 4 xу dy от точки  А (2, 0) до точки С (2, 4)  по прямой АС.

	3.19. 
	[image: image554.wmf](

)

2

1

L

xydxxydy

-+

ò

 , где  L- прямая 2х+у=2. от точки А(1;0) до  точки В(0;2) 



	3.20. 
	[image: image555.png]I(zz — 2xy)dx + (y2 - 2xy)dy,rAe L:y = x%,A(=1; 1),B(1; 1)
Lin





	3.21. 
	  [image: image556.wmf](

)

2

1

L

xydxxydy

-+

ò

 от точки А(1;0) до  точки В(0;2) по прямой  

      у = - 2х +2

	3.22. 
	[image: image557.wmf](

)

OA

yxydxxdy

-+

ò

 по дуге параболы  y2=4x от точки О(0;0) до 

 точки А(1;2)

	3.23. 
	[image: image558.wmf](1;1)

(0;0)

()

xydxyxdy

+-

ò

 вдоль линии [image: image559.wmf]2

yx

=

 от точки О(0;0) до точки А(1;1)

	3.24. 
	[image: image560.png]B(1,1)
no

=x ot A(0,0)

el:y=

—x)dy, TA

I dx+ (y

Xy

Lap





	3.25. 
	[image: image561.png]f (2 +y2)dx + 2xydy,rAe Log: ¥ = x* ot 0(0,0)50 A(1,1)
Lna





	3.26. 
	[image: image562.png]f (xy— 1dx +x2ydy,raeL —npsman AB; A(1,0); B(0,2)






	3.27. 
	[image: image563.png](x+ 2y)dx+ (x — y)dy,rae L — okpyxHOCTb X = 2C0st,
y = 2sint
-





	3.28. 
	[image: image564.png]f xydx+ (y—x)dy,  rtaeL: y?=x ot 0(0,0) a0 A(1,1)
Lna





	3.29. 
	[image: image565.png]| ey ey anene Lise

Lasc

— nomanas ABC; A(1,2);B(3,2);C(3,5)





	3.30.
	[image: image566.wmf]ò

-

+

-

L

dy

xy

y

dx

xy

x

)

2

(

)

2

(

2

2

             [image: image568.png]- A(—-1,1);B(1,1)







    Вычислить интегралы:
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3.2   Контрольная работа 
«Кратные и криволинейные интегралы»
В-1
1. Изменить порядок интегрирования и вычислить интеграл при заданном и изменённом порядке интегрирования: [image: image583.wmf]ò
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 2. Вычислить 
[image: image584.wmf](
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3. Вычислить криволинейный интеграл  
[image: image587.wmf]ò
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 от точки О(-1;0) до 

    точки А(0;2) по прямой  у = 2х +2.

В-2
1. Изменить порядок интегрирования и вычислить интеграл при заданном и
изменённом порядке интегрирования:  [image: image588.wmf]ò
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2. Вычислить  
[image: image589.wmf];
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3. Вычислить криволинейный интеграл 
[image: image591.wmf](
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ò

3х2 + 2у2) dx + 4 xу dy от точки 

          О(0, 0) до точки С (2, 4) по прямой у = 2х.

В-3
1. Изменить порядок интегрирования и вычислить интеграл при заданном и
   изменённом порядке интегрирования:   [image: image592.wmf]ò
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2..Вычислить 
[image: image593.wmf](
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3. Вычислить криволинейный интеграл  
[image: image595.wmf](
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 от точки А(1;0) до 

     точки В(0;2) по прямой  у =- 2х +2.

В-4
1. Изменить порядок интегрирования и вычислить интеграл при заданном и
изменённом порядке интегрирования: [image: image596.wmf]ò
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2.. Вычислить 
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3. Вычислить криволинейный интеграл К = 
[image: image601.wmf]ò

L

(3х2 + 2у2) dx + 4 xу dy от точки    О(0, 0) до точки А (2, 0) по прямой ОА.
В-5
1.Изменить порядок интегрирования и вычислить интеграл при заданном и изменённом порядке интегрирования: [image: image602.wmf]ò
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2.. Вычислить 
[image: image603.wmf](
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3. Вычислить криволинейный интеграл  
[image: image606.wmf]ò

-

L

dx

y

x

)

(

4
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[image: image607.wmf]L

- дуга параболы 

   
[image: image608.wmf]2
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 от точки (0;0) до точки (1;1) .

В-6
1. Изменить порядок интегрирования и вычислить интеграл при заданном и
изменённом порядке интегрирования: [image: image609.wmf]ò
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2.. Вычислить 
[image: image610.wmf]231
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3. Вычислить 
[image: image611.wmf]22
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  если путь от А(0;0) до В(1;1) - отрезок 

   прямой 

Тема 4  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА
Дифференциальным уравнением (ДУ) называется уравнение, связывающее независимую переменную х, искомую функцию у и производные искомой функции до некоторого порядка включительно.

Общий вид дифференциального уравнения n-го порядка:

[image: image612.wmf]()
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Порядком дифференциального уравнения называется порядок наивысшей производной, входящей в уравнение. 

Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида:

[image: image613.wmf]0
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Если уравнение (*) разрешить относительно производной у′, то получим

[image: image614.wmf])
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Общим решением дифференциального уравнения первого порядка (*) или (**) называется функция у = у (х, С), которая при любом постоянном значении С удовлетворяет уравнению (*) или (**).

Частным решением дифференциального уравнения первого порядка называется решение, которое получается из общего решения у = у (х, С) при некотором вполне определенном значении постоянной С. 

Если решение дифференциального уравнения невозможно выразить через х, т.е. решение задается неявно, то Ф(х,у,С)=0 называется общим интегралом дифференциального уравнения
Отыскание частного решения дифференциального уравнения, удовлетворяющего начальным условиям называется задачей Коши.
Геометрически каждому частному решению дифференциального уравнения соответствует плоская линия, его график, которая называется интегральной кривой этого уравнения, а общему интегралу соответствует совокупность (семейство) всех интегральных кривых.

 Дифференциальные уравнения  с разделяющимися переменными

Если правая часть уравнения[image: image615.wmf])
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может быть представлена в виде произведения двух сомножителей φ(х)ψ(у), один из которых не содержит переменной у, а другой не содержит переменной х, то полученное уравнение 
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есть уравнение с разделяющимися переменными. 

Так как производная [image: image617.wmf]dx
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, то получаем: [image: image618.wmf])
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Обе части последнего уравнения умножим на dx и разделим на ψ(у). в результате получим уравнение с разделенными переменными:[image: image619.wmf]dx
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Интегрируя, получим:    [image: image620.wmf]C
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Дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными может быть представлено также в виде:  [image: image621.wmf]0
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где коэффициенты при дифференциалах dx и dy распадаются на множители, зависящие только от х и только от у.

Чтобы решить уравнение, надо обе части равенства разделить на произведение φ1(у) f2(х). в результате будет получено уравнение с разделенными переменными:
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Однородное дифференциальное уравнение

Дифференциальное уравнение у′ = f (x, y) называется однородным, если функция f (x, y) является однородной функцией нулевого измерения. Однородное дифференциальное уравнение можно представить в виде
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Функцию  f (x, y) можно представить как функцию только одного отношения переменных

Однородное уравнение  можно привести к уравнению с разделяющимися переменными подстановкой у = xz, где z – новая функция. Дифференцируя

равенство у = xz, получим:[image: image624.wmf]dx
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. Подставив выражение для у и у′ в уравнение, получим: [image: image625.wmf])
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Линейные дифференциальные уравнения

Дифференциальное уравнение первого порядка называется линейным

 (первой степени), если оно содержит искомую функцию у и ее производную у′ в первой степени и не содержит произведение уу′. 

Общий вид такого уравнения:

[image: image627.wmf])
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Заменим искомую функцию у произведением двух других функций, то есть введем подстановку[image: image628.wmf])
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Дифференцируем    [image: image629.wmf]dx
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Подставим в исходное  уравнение [image: image630.wmf])
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или  [image: image631.wmf])
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Так как искомая функция у(х) представлена в виде произведения двух других неизвестных функций, то одну из них можно выбрать произвольно. Выберем функцию u(х) так, чтоб выражение в квадратных скобках было равно нулю. Для этого надо найти хотя бы одно частное решение уравнения
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которое является уравнением с разделяющимися переменными. При таком выборе функции u уравнение  примет вид:
[image: image633.wmf])
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Решаем уравнение (*) и находим функцию u(х).
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Откуда  [image: image635.wmf]ò
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При решении (*) находим то частное решение, которое соответствует значению произвольной постоянной С = 0.

Подставив, получим:  [image: image636.wmf])
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Получаем общее решение уравнения  [image: image638.wmf].
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Уравнение Бернулли


Дифференциальное уравнение первого порядка вида [image: image639.wmf]n
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 называется уравнением Бернулли.                     

При n = 1 уравнение становится уравнением с разделяющимися переменными.

При  n = 0 уравнение есть линейное уравнение.

Если n – число, отличное от нуля и единицы, то при помощи подстановки z = у1-n уравнение приводится к линейному уравнению относительно новой функции z. 

Уравнение Бернулли можно решить с помощью подстановки
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не сводя его предварительно к линейному.

Уравнение в полных дифференциалах

Если в уравнении первого порядка Рdx + Qdy = 0 коэффициенты P и Q удовлетворяют условию  [image: image641.wmf]x
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 , то его левая часть есть полный дифференциал некоторой функции и такое уравнение называется уравнением в полных дифференциалах.
Решением уравнения в полных дифференциалах является общий интеграл вида и(х,у) = С

Общим интегралом уравнения в полных дифференциалах является 
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где  х0,   у0   берутся произвольно
    Пример 1. Решить уравнение с разделяющимися переменными

х · (1 – у2) dx + у · (1 – х2) dy = 0

Решение

Приведем уравнение к виду (6). Для этого разделим обе части его на произведение (1 – у2) · (1 – х2).
В результате деления получим уравнение
[image: image643.wmf]0
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Интегрируя обе части уравнения, получим:

[image: image644.wmf].
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Потенцируя, получим общий интеграл:

[image: image645.wmf]C

y

x

=

-

-

)

1

)(

1

(

2

2

                     


Теперь выясним вопрос об особых решениях. Для этого следует рассмотреть уравнение (1 – у2) (1 – х2) = 0. Все корни этого уравнения (у = ±1 и х = ±1) могут быть получены из общего интеграла (*), положив С = 0. следовательно, данное уравнение особых решений не имеет.

    Пример 2. Решить однородное уравнение [image: image646.wmf]x
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Решение

Правая часть заданного уравнения является однородной функцией нулевого измерения. Следовательно, уравнение является однородным.  Введем подстановку у = xz,    где z – некоторая функция переменной х. Дифференцируя, получим у′ = z +xz′,  Тогда заданное уравнение примет вид.
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Получим уравнение с разделенными переменными. Интегрируя, получим:
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 - общее решение заданного уравнения.


Пример 3.
Найти частное решение линейного уравнения при заданных начальных условиях  [image: image657.wmf].
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Решение

[image: image658.wmf])

(

)

(

x

f

y

x

P

y

=

+

¢

,            Пусть [image: image659.wmf].
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Разделим переменные в этом дифференциальном уравнении относительно функции [image: image660.wmf]v
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[image: image663.wmf]).
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    Пример 4. Решить уравнение Бернулли. [image: image664.wmf]x
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Решение

Заданное уравнение является уравнением Бернулли. Положим у = u·υ, 

тогда у′ = u′υ + uυ′ и уравнение примет вид: [image: image665.wmf]x
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Выберем функцию u так, чтобы выполнялось равенство

[image: image667.wmf]0
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Тогда уравнение (*), после сокращения на u, примет вид:
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Из уравнения (а) получаем частное решение [image: image669.wmf]x
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 и подставляем его в уравнение (б). Имеем уравнение [image: image670.wmf]x
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 с разделяющимися переменными. Находим его общее решение: [image: image671.wmf])
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 - общее решение заданного уравнения.


Пример 5.  Решить уравнение :   (2 - 9xy2)xdx + (4y2 –6x3)ydy =0

Решение

Т.к. выполняется необходимое и достаточное условие [image: image675.wmf]x
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= -18ух2, то это уравнение в полных дифференциалах.
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Общим интегралом уравнения является:    х2-3х3у2+у4=С

4.1  Индивидуальное домашнее задание

Найти общее решение линейного дифференциального уравнения первого порядка и частное  решение, удовлетворяющее указанным начальным условиям.

	4.1 
	 y ( – 4 xy = x                                    
	y0 = 3/4       x0  = 0

	4.2 
	 y ( – y sin x = e –cos x  sin 2x               
	y0 = 3          x0  = [image: image677.wmf]2

p



	4.3 
	 y ( + 2xy = 2 x [image: image678.wmf]2

х

е

-

                          
	y0 = 5          x0  = 0

	4.4 
	 y ( + y =   [image: image679.wmf]2

1

х

е

х

+

-

                                
	y0 = 2          x0  = 0

	4.5 
	( 1 + x2 ) y ( – 2xy = ( 1 + x2 )2           
	y0 = 5          x0  = -2



	4.6
	xy( – 3y = x4 ex                              
	y0 = е           x0  = 1

	4.7 
	xy ( + y =   [image: image680.wmf]2

1

2

х

х

+

                                
	y0 = 0          x0  = 1



	4.8 
	xy ( + 2y = x -1                                    
	y0 = 1          x0  = 3                  



	4.9 
	y ( cos x – 2y sin x = 2                       
	y0 = 3           x0  = 0



	4.10
	y (cos x + y sin x = 1                   
	y0 = 2          x0  = 0



	4.11 
	( 1 + x2 ) (y ( +y )= e – x                      
	y0 = 2           x0  = 0



	4.12 
	xy ( + y = x + 1                              
	y0 = 3           x0  = 2

	4.13  
	y ( - [image: image681.wmf]х

х

у

ln

  = x ln x                         
	y0 = [image: image682.wmf]2

2

е

        x0  = е

	4.14 
	y(+ y = x+2                           
	y0 = 0           x0  = 0



	4.15 
	y ( + x2 y = x2                                     
	y0 = 1           x0  = 2



	4.16 
	x2 y( = 2xy + 3                                   
	y0 = 1           x0 = -1



	4.17 
	y( -  [image: image683.wmf]х

у

2

 = x2 ex                                  
	y0 = 0           x0  = 1



	4.18 
	( 1 – x )( y ( + y ) = e - x                  
	y0 = 0          x0  = -2


	4.19 
	у (+y cos x = sin 2x                       
	y0 = 0          x0  = 0   


	4.20 
	xy ( – 2y + x2 = 0                           
	y0 = 3          x0  = 1


	4.21 
	xy ( – y = x3                                       
	y0 = 1           x0  = 2


	4.22 
	y ( – y = ex                                      
	y0 = 2          x0  = 0


	4.23 
	y( + [image: image684.wmf]х

у

 = x2                                        
	y0 = 2           x0  = 1



	4.24 
	y ( + 2xy = [image: image685.wmf]2

2

2

х

е

х

-

                       
	y0 = 3          x0  = 0

	4.25 
	y ( – y ctg x = 2x sin x                       
	y0 = 0          x0  = [image: image686.wmf]2

p



	4.26 
	y( -y tg x=sec x                         
	y0 = 0           x0  = 0

	4.27 
	y'-[image: image687.wmf]2

1

2

x

xy

+

=1+x2;
	y0 = 0           x0  = 0

	4.28. 
	x y(- 5y = ex  x6
	y0 = 0           x0  = 1

	4.29. 
	y'+[image: image688.wmf]1

4

2

+

x

xy

=[image: image689.wmf]3

2

)

1

(

1

+

x


	y0 = 1           x0  = 0

	4.30
	y' - [image: image690.wmf]2

1

x

xy

-

=[image: image691.wmf]2

1

1

x

-

                      
	y0 = 3           x0  = 0


Тема 5  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ВТОРОГО ПОРЯДКА
Дифференциальное уравнение второго порядка имеет вид

[image: image692.wmf]0
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Общим решением дифференциального уравнения второго порядка (называется функция у = у (х, С1, С2), которая при любых значениях произвольных постоянных С1 и  С2 обращает данное уравнение в тождество.

Частным решением дифференциального уравнения второго порядка называется такое решение, которое получается из общего решения у = у (х, С1, С2) при конкретных значениях произвольных постоянных С1 и  С2.

Дифференциальные уравнения высших порядков, 
допускающие понижение порядка

Рассмотрим три типа дифференциальных уравнений второго порядка, которые легко приводятся к уравнениям первого порядка.

Первый тип: [image: image694.wmf](
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     Правая часть уравнения не содержит функции у и производной у´. Известно, что [image: image695.wmf](
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. Следовательно, данное уравнение можно записать так: [image: image696.wmf])
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Интегрируя последнее уравнение, получим: [image: image698.wmf]1
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Интегрируя еще один раз, получим общее решение уравнения :

[image: image699.wmf]2
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Второй тип: [image: image700.wmf](
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Правая часть уравнения не содержит явным образом функции у. Чтобы решить уравнение (5), положим у΄= р, где р – некоторая функция аргумента х. Тогда у˝= р´ и уравнение станет уравнением первого порядка относительно переменных х и р: [image: image701.wmf](
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Если общее решение последнего уравнения есть р = φ (х, С1), то, повторно интегрируя, получим:[image: image702.wmf]2
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 – общее решение заданного уравнения 

Третий тип: [image: image703.wmf](
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Правая часть уравнения не содержит явным образом аргумента х. Чтобы решить уравнение (6), положим у΄= р и будим считать р некоторой функцией от у. Выразим у˝ через производную от р по у. Применяя правило дифференцирования сложной функции, будем иметь:
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Подставив в уравнение  вместо у˝ произведение [image: image706.wmf]dy
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, получим дифференциальное уравнение первого порядка [image: image707.wmf])
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Если р = φ(у, С1) есть общее решение, то получаем dy = φ(у, С1)dx – уравнение с разделяющимися переменными относительно переменных х и у. Тогда [image: image708.wmf]dx
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 есть общий интеграл заданного уравнения 
 Линейные однородные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами

 Дифференциальное уравнение второго порядка называется линейным, если оно содержит искомую функцию у и ее производные у΄ и у˝  в первой степени и не содержит их произведений.

Общий вид такого уравнения: [image: image710.wmf])
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где р и q- некоторые действительные числа. Функция f(х) называется правой частью уравнения.

Дифференциальное уравнение второго порядка называется однородным, если f(х) = 0, т.е. [image: image711.wmf]0

=

+

¢

+

¢

¢

qy

y

p

y

                                            

Общим решением уравнения  будет функция  у[image: image712.wmf]2
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где у1  и  у2  – два линейно независимых частных решения этого уравнения.

Составим  характеристическое уравнение
к2  +рк + q=0                                           
1 случай. Корни характеристического уравнения действительные и различные, т. е.    к1 ≠ к2. 

общее решение уравнения имеет вид

[image: image713.wmf]х

к

х

к

е

С

е

С

2

1

2

1

у

+

=

.                              

2 случай. Корни характеристического уравнения  действительные и равные, т.е. к1= к2  = α. 

Общее решения уравнения имеет вид:

[image: image714.wmf]х
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3 случай. Корни характеристического уравнения  комплексные, 

т.е. к1 = α + βi,   к2= α – βi.

          Общее решение дифференциального уравнения имеет вид

[image: image715.wmf])
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Линейное дифференциальное уравнение второго порядка называется уравнением с правой частью или неоднородным, если оно имеет вид 

[image: image716.wmf])
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     (*) ,      где f(х) ( 0 
Если у - общее решение однородного уравнения (10), а У - какое-нибудь частное решение уравнения (*), то общее решение  выразится формулой;

унеодн =  у +У
Способы отыскания частного решения уравнения [image: image717.wmf])
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1)  Если правая часть уравнения (*) есть многочлен степени n и число 0 не является корнем характеристического уравнения, то частное решение У следует искать в виде многочлена той же степени.

Если же один из корней характеристического уравнения равен нулю, то частное решение У следует искать в виде произведения многочлена той же степени на х..                     

2) Если правая часть уравнения (*) есть показательная функция, т.е. f(х) = аеmx и число m не является корнем характеристического уравнения, то частное решение У следует искать в виде У = Ае mx.


Если число m совпадает с одним из корней характеристического уравнения, то существует частное решение вида У = Ахе mx . 


Если число m совпадает с каждым из двух равных корней характеристического уравнения, то существует частное решение вида У = Ах2е mx   

             3)  Если правая часть уравнения (*) есть  функция вида 

 f(х) = еmx((аcos nx + bsin nx) и числа m+ni, m-ni не являются корнями характеристического уравнения, то существует частное решение 

У= еmx((Аcos nx + В(sin nx).

Если же числа m+ni, m-ni  являются корнями характеристического уравнения, то существует частное решение У= х(еmx((А(cos nx + В(sin nx).


 4)  Если правая часть уравнения (*) есть  функция вида 

 f(х) = еmx([Р1(х)(cos nx + Р2(х)((sin nx], где Р1(х) и Р2(х)- некоторые многочлены и числа m+ni, m-ni не являются корнями характеристического уравнения, то существует частное решение У= еmx[Q1(х)(cos nx + Q2(х) (sin nx], где Q1(х) и Q2(х)- некоторые многочлены, степень которых равна большей из степеней многочленов Р1(х) и Р2(х)

Если же числа m+ni, m-ni  являются корнями характеристического уравнения, то существует частное решение У= хеmx[Q1(х)cos nx + Q2(х)sin nx]

     Пример 1. Найти частное решение уравнения [image: image718.wmf]x

x

y

sin

6

+

=

¢

¢

, удовлетворяющее начальным условиям: [image: image719.wmf]2
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Решение

Так как [image: image721.wmf]dx
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, то данное уравнение можно записать так:
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Интегрируя получим:     [image: image724.wmf]1
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Тогда [image: image725.wmf]dx
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 – общее решение заданного уравнения. Используем начальные условия. Подставив в общее решение х = 0 и у = 2, получим  С2 = 2. Подставив в [image: image727.wmf]1

2

cos

3

C

x

x

y

+

-

=

¢

с значение х = 0 и у΄ = 3, будем иметь 3 = –1+ С1, откуда С1 = 4.

Следовательно у = х3 – sinх +4х+2 – искомое частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям. Геометрически найденное частное решение выражает собой интегральную кривую, которая проходит через точку Мо (0,2). Кроме того, касательная, проведенная к этой кривой в точке  Мо, образует с положительным направлением оси Ох угол, тангенс которого равен 3.

    Пример 2. Найти общее решение уравнения [image: image728.wmf]x
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Решение

 Правая часть заданного уравнения не содержит явным образом функцию у. Положим у΄= р, тогда у˝= р´. Имеем:
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  Интегрируя последнее уравнение, получим: [image: image732.wmf]1
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   Интегрируя еще раз, получим общее решение заданного уравнения:

[image: image736.wmf]2
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Пример 3. Найти частное решение уравнения  [image: image737.wmf]5
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Решение
Найдем общее решение уравнения   [image: image738.wmf]0
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Следовательно, [image: image741.wmf]х
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Так как один из корней характеристического уравнения равен нулю, то [image: image742.wmf](
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Подставив эти значения производных в левую часть заданного уравнения, получим:  2А+2Ах+В= 4х+5

Приравнивая коэффициенты  при одинаковых степенях [image: image744.wmf]x

, получаем систему
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откуда А=2  и В=1.  Следовательно, У=х(2х+1)= 2х2 +х

Тогда унеодн =  у +У=[image: image746.wmf]х
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Найдем частное решение неоднородного уравнения, удовлетворяющее начальным условиям у(0)=0, у΄(0)=2.

Найдем производную [image: image747.wmf]1
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   (**)

Определим значения произвольных постоянных С1 и С2 . Подставим в уравнения (*) и (**) начальные условия
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Искомое частное решение имеет вид:

уч.н. =  1- е -х   +2х2 +х

5.1  Индивидуальное домашнее задание


Найти частное решение линейного неоднородного дифференциального уравнения 2-го порядка, удовлетворяющее указанным начальным условиям.

             5.1.  [image: image749.wmf]1
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         5.2.  [image: image750.wmf]2
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5.3.  [image: image751.wmf]2
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5.4.   [image: image752.wmf]5
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5.5.  [image: image753.wmf]2
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5.6.  [image: image754.wmf]3
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5.7.  [image: image755.wmf]4
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5.8.  [image: image756.wmf]1
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5.9.  [image: image757.wmf]3
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5.10.  [image: image758.wmf]4
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5.11.  [image: image759.wmf]1
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5.12.  [image: image760.wmf]0
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5.13.  [image: image761.wmf]1
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5.14.   [image: image762.wmf]2
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5.15.   [image: image763.wmf]1
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5.16.   [image: image764.wmf]7
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5.17.   [image: image765.wmf]5
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5.18. [image: image766.wmf]2
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5.19.  [image: image767.wmf]1
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          5.20.  [image: image768.wmf]0
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5.26.    [image: image774.wmf]у
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5.2  Контрольная работа «Дифференциальные уравнения»
В-1
1. Решить уравнение: 
[image: image779.wmf]0
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2. Найти частное решение линейного дифференциального уравнения:

	y(+ y = x+2                           
	y0 = 0           x0  = 0


3. Найти частное решение уравнения  
[image: image780.wmf]2
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 по  условиям: 
     
[image: image781.wmf](0)1;   y(0)2
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4. Решить уравнение:  
[image: image782.wmf]4
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В-2
1. Решить уравнение: 
[image: image783.wmf]0
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2. Найти частное решение линейного дифференциального уравнения:
	( 1 + x2 ) (y ( +y )= e – x                      
	y0 = 2           x0  = 0


3. Найти частное решение уравнения  
[image: image784.wmf]4cos2
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    по начальным условиям:   у=1,  
[image: image785.wmf]3
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   при х=0
4. Решить уравнение:  
[image: image786.wmf]2
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В-3
1. Решить уравнение: 
[image: image787.wmf]0
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2. Найти частное решение линейного дифференциального уравнения:

	y (cos x + y sin x = 1                 
	y0 = 2          x0  = 0


3. Найти частное решение уравнения  
[image: image788.wmf]2
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    по начальным условиям: у=8,  
[image: image789.wmf]5,  y=2
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4. Решить уравнение:  
[image: image790.wmf]2
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В-4
1. Решить уравнение: 
[image: image791.wmf]0
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2. Найти частное решение линейного дифференциального уравнения:
	xy ( + y = x + 1                              
	y0 = 3           x0  = 2


3. Найти частное решение уравнения  
[image: image792.wmf]cos
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    по начальным      условиям: 
[image: image793.wmf],  1
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4. Решить уравнение:   
[image: image794.wmf]2
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В-5
1. Решить уравнение:  2х (1 – у2)dx- 2у (1 – х2)dy = 0
2. Найти частное решение линейного дифференциального уравнения:

	у (+y cos x = sin 2x                       
	y0 = 0          x0  = 0 


3. Найти частное решение уравнения  
[image: image795.wmf]2
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    по  условиям: 
[image: image796.wmf](0)0;   y(0)1
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4. Решить уравнение: 
[image: image797.wmf]4816
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В-6
1. Решить уравнение: 
[image: image798.wmf]3sin(1)cos0
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2. Найти частное решение линейного дифференциального уравнения:

	xy ( – y = x3                                       
	y0 = 1           x0  = 2


3. Найти частное решение уравнения  
[image: image799.wmf]3
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    по начальным условиям: у=0,  
[image: image800.wmf]5,  y=1
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4. Решить уравнение:  
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Тема 6   ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ
Числовым рядом называется бесконечная последовательность чисел [image: image802.wmf]...
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называется  членами  ряда,  а  [image: image809.wmf]-
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  общим  членом  ряда. Ряд считается заданным, если известен его общий член
Необходимый  признак  сходимости числового ряда

Если  ряд  [image: image810.wmf]...
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Если же предел общего члена  [image: image813.wmf]¥
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, то ряд  расходится.

Признак  сходимости Даламбера
Если  в ряде  с  положительными членами [image: image815.wmf]+
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 = q,
 то  ряд  сходится  при  условии, что q< 1,  расходится  при  условии: q> 1.  

Если q=1, то ряд может быть как сходящимся, так и расходящимся. 

В этом случае должны быть использованы   другие признаки сходимости.
Радикальный признак  сходимости  Коши

 Пусть [image: image822.wmf]å
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-ряд с  положительными членами и существует конечный предел [image: image823.wmf]¥
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если q (1, то данный ряд сходится,  
если q >1, то ряд расходится,

если q  =1, то ряд  может быть как сходящимся, так и расходящимся. 
В этом случае должны быть использованы   другие признаки сходимости

Интегральный   признак  сходимости  Коши

Если  функция  f(x)  на  промежутке  [image: image825.wmf])
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 является  непрерывной,  положительной  и  монотонно  убывающей,  то  числовой  ряд.[image: image826.wmf]...,
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 сходится,  если  сходится  несобственный  интеграл  [image: image828.wmf](
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 и  расходится  если  этот  несобственный  интеграл  расходится.

Признак  Лейбница
Если  члены знакочередующегося ряда  монотонно  убывают  по  абсолютной  величине  и  предел общего  члена  [image: image829.wmf]n

u

  равен  нулю  при  [image: image830.wmf]¥

®

n

, то  ряд  сходится  и  его  сумма  по  абсолютной  величине   не  превосходит  абсолютной  величины  первого отброшенного члена.

Следствие. Погрешность при приближенном вычислении суммы сходящегося знакочередующегося  ряда,  удовлетворяющего  условиям  признака  Лейбница,  по абсолютной величине не превышает абсолютной  величины  первого  отброшенного  члена.

Абсолютная и  условная сходимость
Пусть  дан  ряд  с  членами  произвольного  знака.
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Составим  новый  ряд  из  абсолютных  величин  членов  ряда:

[image: image832.wmf]...
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              (2)

Ряд (1)  называется   абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составленный  из абсолютных  величин  его членов, то есть сходится ряд  (2)

Ряд (1) называется  условно сходящимся,  если он сходится,  но ряд, составленный  из абсолютных величин его членов, то есть ряд (2), расходится.
Пример  1. Проверить,  выполняется  ли  необходимый  признак[image: image833.wmf]признак  сходимости  для  ряда  [image: image834.wmf]...
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Решение
Общий   член   [image: image835.wmf].
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, то  необходимое  условие  сходимости  не  выполняется.   Следовательно  данный  ряд  расходится.

 Пример 2. Проверить,  выполняется  ли  необходимое  условие  сходимости   для  ряда:  [image: image837.wmf]+
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Решение
Этот ряд  называется  гармоническим. Этот  ряд  всегда расходится,   хотя  для  него  выполняется  необходимое  условие  сходимости.
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Пример 3. Исследовать на сходимость ряд[image: image840.wmf]!
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Решение
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. Применяем  признак  Даламбера:
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Так  как  q<1,  то  по  признаку   Даламбера  исследуемый  ряд  сходится.

    
Пример 4.  Доказать  сходимость  ряда
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Решение

Данный  ряд  удовлетворяет  условиям  признака  Лейбница.  Члены  ряда  по  абсолютной величине  монотонно  убывают,  так  как   [image: image847.wmf]0
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 следовательно,  по  признаку  Лейбница  этот  ряд  сходится.

Пример 5. Дан  сходящийся  ряд  [image: image848.wmf]...
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Сколько  членов  ряда  достаточно  учесть,  чтобы  допущенная  ошибка  была  по  абсолютной  величине   меньше  0,001?
Решение
[image: image849.wmf];
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  так  как  [image: image850.wmf],
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 то  ограничиваясь  суммой  первых   шести  членов,  будет  допущена  ошибка,  абсолютная  величина  которой  меньше  0,001

6.1  Индивидуальное домашнее задание

 Исследовать сходимость ряда с помощью признака Даламбера: 
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6.2  Тест «Числовые ряды»

1. Числовым рядом называется выражение:

A) u1, u2, u3, …, un
B) u1 + u2 + u3 + … + un
C) u1, u2, u3, …, un, … или  
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D) u1 + u2 + u3 + … + un + …

E) 
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2. Знакочередующийся ряд сходится, если…

A) 
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3. Написать первые 4 члена ряда 
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4. Написать первые 4 члена ряда 
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5. Укажите радикальный признак Коши:

A) если 
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B) если 
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C) если 
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D) если 
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E) если 
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ряд может сходиться или расходиться.

6.   n – частичной суммой ряда называется

A) сумма n членов ряда;

B) cумма первых n членов ряда;

C) предел суммы  первых членов ряда;

D) предел суммы n членов ряда;

E) сумма конечного числа  первых членов ряда.

7.  Ряд вида  
[image: image906.wmf]+
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 EMBED Equation.3  [image: image907.wmf]...
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A) знакопеременным

B) арифметическим

C) геометрическим

D) рядом Фурье

E) гармоническим

8. Ряд с положительными членами вида 
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A) cходится, если 
[image: image909.wmf]a

< 1;

B) расходится, если a < 1;

С) сходится, если 
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D) cходится, если 
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E) cходится, если 
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9. Ряд вида 
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A) cходится, если p > 1;

B) cходится, если 
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C) расходится, если 
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D) cходится, если 
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E) расходится при любых значениях p.

10.. Если сходящийся ряд с суммой s почленно умножить на конкретное число с, то:

A) получится расходящийся ряд, если с достаточно большое;

B) сумма ряда не изменится;

C) получится сходящийся ряд с суммой сs;

D) получится расходящийся ряд;

E) получится сходящийся ряд.

11. Если числовой ряд сходится, то

A) 
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D) 
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12. Укажите признак Даламбера:

A) если 
[image: image922.wmf]lim0

n

n

u

®¥

=

, то ряд сходится;

B) если 
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C) если 
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D) если 
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E) если 
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13. Исследовать ряд  
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на сходимость.

A) расходится

B) сходится

C) сходится абсолютно

D) сходится условно

E) сходится равномерно

14. Исследовать ряд  
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на сходимость.

A) расходится

B) сходится

C) сходится абсолютно

D) сходится условно

E) сходится равномерно

15. Исследовать ряд  
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на сходимость.

A) расходится

B) сходится

C) сходится абсолютно

D) сходится условно

E) сходится равномерно

Тема 7  СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

Степенным  рядом  называется функциональный  ряд, члены которого  являются  степенными  функциями  аргумента  х, т.е. ряд вида:
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где  [image: image934.wmf]0

x

 данное  число,  [image: image935.wmf]-

...

,

,

,

3

2

1

0

a

a

a

a

[image: image936.wmf]известные   числовые   коэффициенты. 

 В  частности,  если  х[image: image937.wmf]0

= 0,  то  получаем  степенной  ряд:
[image: image938.wmf],
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  Этот  ряд    всегда  сходится   при  х=0.

[image: image939.wmf]Если х[image: image940.wmf]0

( 0 есть точка сходимости степенного ряда, то интервал (-(х[image: image941.wmf]0

(, (х[image: image942.wmf]0

() состоит из точек сходимости данного ряда, при всех значениях х вне этого интервала ряд расходится.

Положим  (х[image: image943.wmf]0

(= R . Тогда интервал  [image: image944.wmf])
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 называется интервалом  сходимости  ряда. Число R называют радиусом сходимости степенного ряда

Если  ряд  сходится  только  при  х=0,  то  полагаем   R=0. 

Если  же  ряд  сходится  при  любом  значении   х,  то  полагают  R[image: image945.wmf]¥

=

.  

Чтобы  найти  область  сходимости  степенного  ряда,  надо  сперва  определить  интервал  сходимости  [image: image946.wmf])
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  и  затем  выяснить  вопрос  о  сходимости  ряда  на  концах  интервала,  т.е. при  х=-R и при  х=R.

На  практике  радиус  сходимости  степенного  ряда  отыскивают   с  помощью  признака  Даламбера.  Радиус сходимости:
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Если функция f(x) непрерывна в некотором интервале, содержащем точку  х = а, и в этом интервале имеет непрерывные производные от первой до n-го порядка включительно, то она может быть представлена в виде суммы многочлена n-й степени и остаточного члена Rn(x) по формуле Тейлора:
[image: image949.wmf]f(х) = f(а) +[image: image950.wmf])

(

)

(

!

)

(

...

)

(

!

3

)

(

'

"

)

(

!

2

)

(

"

)

(

!

1

)

(

'

3

2

x

R

a

x

n

a

f

a

x

a

f

a

x

a

f

a

x

a

f

n

n

n

+

-

+

+

-

+

-

+

-

     


Предполагая, что функция f(x)  имеет в окрестности точки х = а производные до (n + 1)-го порядка включительно, можно остаточный член Rn(x) записать  в форме Лагранжа так: 
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 где с – некоторое среднее значение между а и х, то есть х < с < а (или а < с < х).


Если в формуле Тейлора положить а=0, то получим формулу Маклорена:
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Если функция f(x)  имеет в некотором интервале, содержащем точку х=а, производные любого порядка и если для некоторого значения х остаточный член Rn(x) в формуле Тейлора стремится к нулю при n((, то получим ряд Тейлора:
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В частном случае, при а = 0 получаем ряд Маклорена:
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Пример 1. Найти радиус сходимости ряда  1+[image: image958.wmf]×
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Решение
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Пример 2. Разложить в степенной ряд функцию f(x) = ех 

Решение

 Последовательно дифференцируя функцию f(x), будем иметь:
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Вычислим значения самой функции и ее производных при х = 0:
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Подставив найденные значения производных в правую часть (8), получим следующий ряд:
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Радиус сходимости этого ряда [image: image965.wmf]¥
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Если будет выполняться условие, что [image: image966.wmf]0
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, то остаточный член в форме Лагранжа запишется так:
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Так как ес есть величина ограниченная, а второй сомножитель [image: image969.wmf])!
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 стремится к нулю при n((, то lim Rn (x) = 0. Следовательно, ряд (*) сходится к функции ех при любом х.
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Пример 3. Разложить в степенной ряд функцию  [image: image971.wmf]x
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Пример4. Разложить в степенной ряд функцию  [image: image974.wmf])
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Пример 5 . Разложить в ряд Маклорена функцию f(x) = (1+х)m, где m – любое действительное число.
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Этот ряд называется биноминальным. Если m есть число целое и  положительное, то правая часть обрывается на (m+1)-м члене, так как все последующие члены в этом случае равны нулю.

 7.1  Индивидуальное домашнее задание

Найти интервал сходимости степенного ряда:
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      Написать первые четыре члена разложения в ряд Маклорена функции:
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7.2  Контрольная работа «РЯДЫ»
В-1
1. Исследовать ряд  
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3(1)

4

n

n

nn

¥

=

+

å

на сходимость.

2. Написать первые 4 члена ряда 
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3. Написать формулу общего члена ряда 
[image: image1027.wmf]234
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4. Найти сумму ряда: 
[image: image1028.wmf].
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5. Разложить в ряд Маклорена:   
[image: image1029.wmf]1
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В-2
1. Исследовать ряд  
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2. Написать первые 4 члена ряда 
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3. Написать формулу общего члена ряда 
[image: image1032.wmf]111
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4. Найти сумму ряда:  
[image: image1033.wmf].
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5. Разложить в ряд Маклорена 
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В-3
1. Исследовать ряд  
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2. Написать первые 4 члена ряда 
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3. Написать формулу общего члена ряда 
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4. Найти сумму ряда:  
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5. Разложить в ряд Маклорена 
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В-4
1.Исследовать ряд  
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2. Написать первые 4 члена ряда 
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3. Написать формулу общего члена ряда 
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4. Найти сумму ряда:   
[image: image1043.wmf].
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5. Разложить в ряд Маклорена :  у=
[image: image1044.wmf]arctgx


В-5
1. Исследовать ряд  
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2. Написать первые 4 члена ряда: 
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3. Написать формулу общего члена ряда : 
[image: image1047.wmf]25811
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4. Найти сумму ряда:    
[image: image1048.wmf].
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5. Разложить в ряд Маклорена:  
[image: image1049.wmf]x
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В-6
1. Исследовать ряд  
[image: image1050.wmf]2
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на сходимость.

2. Написать первые 4 члена ряда 
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3. Написать формулу общего члена ряда 
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4. Найти сумму ряда
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5. Разложить в ряд Маклорена:  
[image: image1054.wmf]cos2
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Тема 8    РЯДЫ ФУРЬЕ
Разложение в ряд Фурье функции с периодом 2
[image: image1055.wmf]p

.
Функциональный ряд называется тригонометрическим, если членами ряда являются синусы и косинусы от целых кратных значений аргумента, т.е. ряд вида
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Постоянные числа а0, а1, a2, .., b1, b2,… называются коэффициентами тригонометрического ряда 

Рядом Фурье для периодической функции f(х) с периодом 2
[image: image1057.wmf]p

, определенной на отрезке  [-
[image: image1058.wmf]p

,
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]называется тригонометрический ряд 

               f(x) (
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коэффициенты которого определяются по следующим формулам Фурье:
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Коэффициенты аn  и bn , найденные с помощью этих формул  называются коэффициентами Фурье.

Для определения а0 пользуются формулой, полученной при n=0

Таким образом, если задана периодическая функция с периодом 2
[image: image1063.wmf]p

, то пользуясь формулами Фурье, можно для данной функции составить ряд Фурье. 

Чтобы составленный ряд Фурье был сходящимся и чтобы его сумма была равна f(x), заданная функция f(x) на отрезке [-
[image: image1064.wmf]p

,
[image: image1065.wmf]p

] должна удовлетворять определенным условиям.

Условие разложимости функции в ряд Фурье определяется следующей теоремой:

Теорема Дирихле. Если периодическая функция f(x) с периодом 2
[image: image1066.wmf]p

 на отрезке [-
[image: image1067.wmf]p

,
[image: image1068.wmf]p

] непрерывна или имеет конечное число точек разрыва первого рода, и если отрезок  [-
[image: image1069.wmf]p

,
[image: image1070.wmf]p

] можно разбить на конечное число отрезков так, что внутри каждого из них функция f(x) монотонна, то ряд Фурье, составленный для функции f(x), сходится при всех значениях х. При этом сумма полученного ряда равна значению функции f(x) в точках непрерывности функции. В точках разрыва функции сумма ряда равна среднему арифметическому пределов функции f(x) слева и справа, то есть, если х1 есть точка разрыва функции f(x), то сумма ряда в этой точке равна 
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Если выполняются условия теоремы, то знак соответствия можно заменить знаком равенства

f(x) =
[image: image1072.wmf]2
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Ряды Фурье для чётныхи нечётных функций с периодом 2
[image: image1074.wmf]p


Если разлагаемая в ряд Фурье функция f(x) является нечетной, то функция f(x)(cosnx, стоящая под знаком интеграла в формуле (3) также является нечетной и  определенный интеграл с противоположными пределами от нечетной функции равен нулю, поэтому an =0.

Так как разлагаемая в ряд Фурье функция f(x) является нечетной, то функция f(x)(sin nx, есть четная функция
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Если разлагаемая в ряд Фурье функция f(x) является четной, то функция  f(x)( sin nx, стоящая под знаком интеграла есть нечетная функция и

 bn =0. В этом случае f(x)(cosnx есть четная функция и для определения коэффициентов используют формулы:
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Выводы:  В случае, когда f(x) –четная функция, то ряд Фурье содержит только свободный член и косинусы. Если f(x) –нечетная функция, то ряд Фурье содержит только синусы, т.е. не содержит косинусов и свободного члена.

 Разложение в ряд Фурье функции, заданной на отрезке [-l; l ]
Пусть функция f(x) определена на отрезке [-l; l] и на этом отрезке удовлетворяет условиям разложимости в ряд Фурье, тогда можно рассмотреть новую функцию  F(х) с периодом, равным длине этого отрезка, т.е. равным 2l. Так как F(х)- периодическая, то ее можно разложить в ряд Фурье. На заданном отрезке она будет представлять функцию f(x). Т.е, чтобы разложить функцию, заданную на отрезке, симметричном относительно начала координат, нужно разложить соответствующую периодическую функцию с периодом равным длине этого отрезка.
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Пример 1. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию f(x), заданную на интервале – периоде 
[image: image1081.wmf])
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Решение

Заданная функция f(x) удовлетворяет условиям разложения в ряд Фурье, поэтому имеем равенство
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 определяются по формулам
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Положив в (*) n=0, получим коэффициент 
[image: image1087.wmf]0
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Используя формулу (*) и заданную функцию, имеем
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Интегрируя по частям, получаем
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Определим коэффициенты 
[image: image1091.wmf]:
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Интегрируя по частям, получаем
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Подставляя найденные значения коэффициентов Фурье в (1), получаем
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[image: image1096.wmf]

Разложение в ряд Фурье функции, заданной на отрезке [0; l]
Если функция   задана на отрезке [0; l], то для разложения в ряд Фурье, нужно доопределить ее на отрезке [-l;0], а затем разложить в ряд Фурье, считая ее заданной на отрезке [-l; l].
Если график функции продолжить на отрезке [-l;0] симметрично относительно оси ординат, т.е будет выполняться условие f(-x) = f(x), то на отрезке [-l; l] получим четную функцию, которая может быть разложена в ряд Фурье. 

Если же график функции продолжить на отрезке [-l;0] симметрично относительно начала кординат, т.е будет выполняться условие f(-x) = -f(x), то на отрезке [-l; l] получим нечетную функцию, которая может быть разложена в ряд Фурье. 

          Вывод: Если функция на отрезке [0; l] удовлетворяет условиям разложимости в ряд Фурье, то ее можно разложить в ряд Фурье, причем коэффициенты определяются по формулам для коэффициентов четных и нечетных функций.
8.1 Тест «Ряды Фурье»
1. Тригонометрическим рядом называется ряд вида
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2. Определить коэффициент bn  ряда Фурье разложения функции 
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3.  Коэффициенты Фурье для функции 
[image: image1103.wmf]()
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с периодом 
[image: image1104.wmf]2

l

имеют вид

A) 
[image: image1105.wmf]0

1

()

l

l

afxdx

l

-

=

ò

, 
[image: image1106.wmf]1

()cos

l

k

l

afxxdx

l

-

=

ò

, 
[image: image1107.wmf]1

()sin

l

k

l

bfxxdx

l

-

=

ò


B) 
[image: image1108.wmf]0

0

1

()

l

afxdx

l

=

ò

, 
[image: image1109.wmf]0

1

()cos

l

k

kx

afxdx

ll

p

=

ò

, 
[image: image1110.wmf]0

1

()sin

l

k

kx

bfxdx

ll

p

=

ò


C) 
[image: image1111.wmf]0

1

()

l

l

afxdx

l

-

=

ò

, 
[image: image1112.wmf]1

()cos

l

k

l

kx

afxdx

ll

p

-

=

ò

, 
[image: image1113.wmf]1

()sin

l

k

l

kx

bfxdx

ll

p

-

=

ò


D) 
[image: image1114.wmf]0

()

l

l

alfxdx

-

=

ò

, 
[image: image1115.wmf]()cos

l

k

l

kx

alfxdx

l

p

-

=

ò

, 
[image: image1116.wmf]()sin

l

k

l

kx

blfxdl

l

p

-

=

ò


E) 
[image: image1117.wmf]0

()

l

l

afxdx

-

=

ò

, 
[image: image1118.wmf]()cos

l

k

l

kx

afxdx

l

p

-

=

ò

, 
[image: image1119.wmf]()sin

l

k

l

kx

bfxdl

l

p

-

=

ò


4.  Рядом Фурье называется тригонометрический ряд с коэффициентами, 

         определяемыми по формулам
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5.  Определить коэффициент bn  ряда Фурье разложения функции f(x)=х/2 заданной в интервале [0;  2
[image: image1135.wmf]p

]  полагая  l =
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.

6.  Ряд Фурье нечетной функции содержит

А) только четные функции

B) только нечетные функции

C) только косинусы

D) только синусы

E) и косинусы, и синусы

7.  Определить коэффициент а0 ряда Фурье разложения функции f(x)=
[image: image1137.wmf]p

+x с периодом 2
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 заданной в интервале [-
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C) 0

D) -
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E) 2
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8.  Определить коэффициент a0 ряда Фурье разложения функции f(x)=х 
с периодом  2
[image: image1145.wmf]p

 заданной в интервале [-
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;
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].

9.  Определить коэффициент a0 ряда Фурье разложения функции f(x)=
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с периодом  2
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 заданной в интервале [-
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10. Определить коэффициент а n ряда Фурье разложения функции f(x)=
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+x 
с периодом 2
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 заданной в интервале [-
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11. Определить коэффициент a n ряда Фурье разложения функции f(x)=
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x

 
с периодом  2
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 заданной в интервале [-
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;
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].
12. Определить коэффициент a 0 ряда Фурье разложения функции 
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13. Определить коэффициент a0  ряда Фурье разложения функции f(x)=х/2 заданной в интервале [0;  2
[image: image1161.wmf]p

] 
14. Коэффициенты Фурье имеют вид
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15. Ряд Фурье четной функции содержит

А) только четные функции

B) только нечетные функции

C) только косинусы

D) только синусы

E) и косинусы, и синусы

Экзаменационные  вопросы

1. Понятие функции нескольких переменных.
2. Частные производные функции нескольких переменных. 
3. Полное приращение функции двух переменных.
4. Полный дифференциал функции двух переменных.
5. Производная неявной  функции. 
6. Производная сложной функции.  
7. Производная функции по направлению вектора. 
8. Градиент функции и его свойства. Модуль градиента
9. Экстремум функции двух переменных.
10.  Двойной интеграл. Вычисление в декартовых и полярных координатах
11.  Свойства двойного интеграла

12.  Приложения двойного интеграла

13.  Криволинейные интегралы I рода. Вычисление
14.  Приложение криволинейного интеграла I рода.

15. Криволинейные интегралы II рода. Вычисление.
16. Приложение криволинейного интеграла II рода.

17. Дифференциальные уравнения. Основные понятия
18. Дифференциальные уравнения.  Частное решение, начальные условия. Задача Коши.
19. Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными.
20. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка.
21. Уравнение Бернулли. 
22. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка.
23. Дифференциальные уравнения второго порядка, допускающие понижение порядка
24. Линейные однородные дифференциальные второго порядка с постоянными коэффициентами.
25. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами.
26.  Числовые ряды. Сумма ряда. Сходящиеся и расходящиеся ряды. 
27. Необходимое условие сходимости числового ряда.

28. Признаки сравнения рядов

29.  Абсолютная и условная сходимость ряда

30. Достаточные признаки сходимости числовых рядов. Признак Даламбера
31.  Радикальный и интегральный признаки Коши сходимости ряда

32. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница

33.  Степенные ряды. Основные понятия
34. Разложение функций в ряд Тейлора и ряд  Маклорена.
35. Функциональные ряды. Теорема Дирихле.
36. Ряды Фурье для чётных и нечётных функций с периодом 2
[image: image1177.wmf]p


37. Разложение в ряд Фурье функции, заданной на отрезке [-l; l]
ОТВЕТЫ

Тема 1  Функция двух переменных

1.1. 9.   1.2. -5.    1.3. -1.    1.4. -8.   1.5. 2.    1.6. -4.   1.7. -2.   1.8. 1,5.  

1.9 .-2.    1.10. 0,5.  1.11. 0,5.  1.12. -1.    1.13. -6.   1.14. -1.   1.15. -6.  

1.16. -2.   1.17. -3.    1.18. 1.   1.19. -3.    1.20. 2.    1.21.1.      1.22. -1.  

1.23.-1.   1.24.4+e.  1.25.2.   1.26.-3.  1.27.-1.   1.28.5.   1.29. -0,5.  1.30.1. 

1.61.zmax= z(2; -2) = 8.     1.62. zmin=z(-4;1) =-1.     1.63. zmax= z(0;3) = 9. 

1.64. zmin= z(1; 0,5)=0.    1.65.  zmin= z(1;1)=-1.    1.66.  zmax=z(-2;-1) =28,
zmin= z(2;1)=-28.    1.67.zmin= z(1; 0,5)=4.      1.68.zmin= z(2;2)=-8.

1.69. zmax= z(0;3)=9.      1.70. zmin= z(6;14)=48.    1.71. zmax=z([image: image1178.wmf]2

5

;-1)=[image: image1179.wmf]4

29

.
1.72. zmin= z(1;-2)=-4.    1.73. zmin= z(5;3)=-42.     1.74. zmax= z(1;2) = 19.  
1.75. zmin=z(5;6) =-86.   1.76.  экстремума нет.    1.77. zmin= z(1;2)=-11.  

1.78. zmax= z(4;-2) = 8.   1.79. экстремума нет.     1.80.zmin= z(1;4)=-21.  

1.81. zmin= z(0; 0)=1,  zmax=z[image: image1180.wmf])

0

;

3

5

(
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=[image: image1181.wmf]27

17
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 .   1.82. zmin= z(0;3)=-11. 
1.83. экстремума нет.   1.84. zmin= z(1;2)=0.  1.85. экстремума нет. 
1.86. zmin (0;0) =0.          1.87.zmin (-6;6[image: image1183.png]


).        1.88.zmin (-1;1) =0. 
1.89.zmax (0;0) =9.  1.90. .zmin(1;0)=-1.
Ответы к тестовым заданиям: 

1).C;  2).С  3).В;  4).E;  5).B;  6).C;  7).C;  8). B;  9).-3;  10).-18;  11). -2; 12).0,5;  13). B;  14).С;  15).B
Тема 2   Двойной интеграл

    2.1. [image: image1184.wmf]3

2

2

    2.2. 4,5    2.3. 4,5    2.4. 6    2.5. [image: image1185.wmf]3

1

13

   2.6. [image: image1186.wmf]3

2

10

  2.7. 9   2.8. 8
2.9. 6     2.10. 13,5     2.11.[image: image1187.wmf]3

1

5

   2.12.[image: image1188.wmf]3

1

5

     2.13. 8    2.14. 4   2.15 [image: image1189.wmf]3

1

1

  

2.16. 7,5      2.17. 12     2.18. [image: image1190.wmf]3

1

5

      2.19. [image: image1191.wmf]3

1

8

    2.20. [image: image1192.wmf]6

1

1

     2.21. [image: image1193.wmf]3

2

  

2.22. 4,5      2.23.  [image: image1194.wmf]3

2

1

    2.24. [image: image1195.wmf]3

1

1

     2.25. [image: image1196.wmf]3

1

8

    2.26. 3     2.27. [image: image1197.wmf]48

1331

   

2.28. [image: image1198.wmf]4

21

      2.29.  6      2.30.  9 
Ответы к тестовым заданиям: 

1).C;  2).D  3).1/3;  4).C;  5). A;  6).E;  7).C;  8).E;  9).3;  10).B;  11). 9;  
12). 2;  13).C;  14). 0;  15). 9
Тема 3   Криволинейные интегралы
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Тема 4   Дифференциальные уравнения первого порядка
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Тема 5   Дифференциальные уравнения второго порядка

  5.1. [image: image1267.wmf]=

.

ч

у

[image: image1268.wmf]108

11

18

1

6

1

135

34

20

3

2

3

2

+

-

-

-

-

x

x

e

e

x

x

  

  5.2. [image: image1269.wmf]=

.

ч

у

[image: image1270.wmf]x

x

e

x

e

9

2

3

20

9

20

2

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

-

      5.3. [image: image1271.wmf]=

.

ч

у

[image: image1272.wmf]x

x

e

e

x

x

sin

5

1

cos

5

1

10

49

10

77

3

2

-

+

-


 5.4. [image: image1273.wmf]=

.

ч

у

[image: image1274.wmf]125

23

25

4

5

1

2

sin

250

353

2

cos

125

398

2

+

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

x

x

x

x

e

x

 

 5.5. [image: image1275.wmf]=

.

ч

у

[image: image1276.wmf]x

x

e

e

x

x

sin

85

27

cos

85

6

204

23

1020

833

4

2

-

-

-

-

-


 5.6. [image: image1277.wmf]=

.

ч

у

[image: image1278.wmf]x

x

x

e

x

2

sin

169

12

2

cos

169

5

507

1236

169

164

3

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-


 5.7. [image: image1279.wmf]=

.

ч

у

[image: image1280.wmf]x

x

e

x

x

e

3

2

sin

4

23

cos

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

    5.8. [image: image1281.wmf]=

.

ч

у

[image: image1282.wmf]x

x

e

e

2

3

5

-

  

 5.9. [image: image1283.wmf]=

.

ч

у

[image: image1284.wmf]8

3

4

1

4

1

6

25

8

24

2

2

+

+

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x

x

x

e

x

   

 5.10.[image: image1285.wmf]=

.

ч

у

[image: image1286.wmf]x

x

x

x

e

x

2

sin

26

3

2

cos

13

1

3

sin

156

47

3

cos

13

1

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

 5.11.[image: image1287.wmf]=

.

ч

у

[image: image1288.wmf]x

e

xe

x

x

2

2

+

+

-

     5.12. [image: image1289.wmf]=

.

ч

у

[image: image1290.wmf]x

x

e

e

x

x

2

cos

5

1

2

sin

5

2

20

1

4

1

6

2

-

-

-

-

 5.13. [image: image1291.wmf]=

.

ч

у

[image: image1292.wmf]x

x

+

cos

  5.14. [image: image1293.wmf]=

.

ч

у

[image: image1294.wmf]x

e

x

sin

+

    5.15 [image: image1295.wmf]=

.

ч

у

[image: image1296.wmf]x

x

e

x

-

-

2

2

2

1

 5.16. [image: image1297.wmf]=

.

ч

у

[image: image1298.wmf]x

e

e

x

x

2

sin

2

1

3

2

2

-

-

-

  5.17. [image: image1299.wmf]=

.

ч

у

[image: image1300.wmf]x

x

xe

e

2

2

2

+

   
5.18.  [image: image1301.wmf]=

.

ч

у

[image: image1302.wmf](

)

x

x

e

x

x

e

2

8

1

+

+

      5.19. [image: image1303.wmf]=

.

ч

у

[image: image1304.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

25

2

5

1

2

sin

50

28

2

cos

25

27

2

x

e

x

x

e

x

x

  

5.20. [image: image1305.wmf]=

.

ч

у

[image: image1306.wmf](

)

x

x

e

e

x

x

2

sin

5

2

cos

15

3

13

29

3

3

2

+

+

-

-

-

   5.21.[image: image1307.wmf]=

.

ч

у

[image: image1308.wmf](

)

x

x

e

x

x

e

3

2

3

5

11

3

-

-

+

+

 
5.22.  [image: image1309.wmf]=

.

ч

у

[image: image1310.wmf]3

1

27

1

9

1

5

3

5

2

3

+

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

x

x

x

e

x

    5.23. [image: image1311.wmf]=

.

ч

у

[image: image1312.wmf]1

2

3

sin

3

2

2

+

+

-

x

x

e

x


5.24.  [image: image1313.wmf]=

.

ч

у

[image: image1314.wmf]x

x

x

e

e

x

x

x

16

7

8

3

2

1

32

19

32

45

1

3

ln

2

3

4

-

-

+

+

-

-

     5.25. [image: image1315.wmf]=

.

ч

у

[image: image1316.wmf]x

x

e

x

xe

-

-

+

2

2

1

   

5.26.  [image: image1317.wmf]=

.

ч

у

2cosx+xsinx      5.27. [image: image1318.wmf]=

.

ч

у

cos2x +[image: image1319.wmf]3

1

sin2x +[image: image1320.wmf]3

1

sinx     

5.28. [image: image1321.wmf]=

.

ч

у

-cosx -[image: image1322.wmf]3

1

sinx+[image: image1323.wmf]3

1

sin2x       5.29. [image: image1324.wmf]=

.

ч

у

-x(cos2x+2sin2x)+[image: image1325.wmf]2

1

sin2x   
5.30. [image: image1326.wmf]=

.

ч

у

-4+2ex+e-x(-2cosx+sinx)

Тема 6  Числовые ряды
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