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Кіріспе 

 

Бұл оқу әдістемелік құралында қатарлар теориясының қасиеттерін оқып 

үйренумен  шұғылданамыз. Сандық және функциональдық қатарлар әр түрлі 

қолданылымды математикалық пәндерінде, атап айтқанда: шектер 

теориясында, алгебрада, аналитикалық сандар теориясында, дифференциалдық 

теңдеулерде т.б. қолданылады.      Оқу құралын құрастыру  мақсаты – қатарлар 

теориясын зерттеудiң iргелi тәсiлдерiмен танысу, бұл тәсiлдер ақырсыз аз 

шамалардың талдауына және шектер теориясының қасиеттерiн пайдалануға 

негiзделген. Сонымен бірге курстың ғылыми - зерттеу жұмысын жүргізуге 

қажетті басқа математикалық әдістерді, басқа математикалық пәндерді оқуға 

қажетті студенттердің логикалық ойлауы мен математикалық мәдениетін 

дамыту.  

 Жұмыста нақты талдаудан белгілі негізгі ұғымдар мен амалдарды, нақты 

облыстағы сияқты, кешендік облыстата қатарларды зерттеу үшін аналитикалық 

аппарат құрылған. Сонымен қатар, екінші ретті сызықтық дифференциалдық 

теңдеулерді дәрежелік қатарлардың кӛмегімен шешу.  

Жұмыстың мақсаты: а) Сандық қатарлар мен функционалдық 

қатарлардың жинақталу теориясын жоғары математика курстарында қолдану 

тәсілдерін зерттеу, б) Сызықтық теңдеулерді дәрежелік қатарлар кӛмегімен 

интегралдау теориясын жүйелі түрде қарастырып, соған байланысты кейбір 

дифференциалдық теңдеулердің шешімін табу, в) Бессель теңдеуінің дәрежелік 

қатар түріндегі шешімін кӛрсету. 

Математикада және оның қосымшаларында негізгі бӛлім болып 

табылатын дифференциалдық теңдеулерді қатарлар арқылы шешу әдістері 

қарастырылған. Бессель  теңдеуінің шешімін құратын фундаменталды жүйенің 

функциялары элементар функциялар болып табылмайтыны белгілі. Бірақ олар 

коэффициенттері оңай анықталатын дәрежелік қатарларға жіктеледі.  
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1тақырып Сандық қатарлар теориясы 

 

1.1 Қатар және оның жинақталуының анықтамасы, қасиеттері 

 

Бұл тақырыпта қарастырылатын сұрақтар тек нақты сандар үшін ғана 

емес, сонымен қатар комплекс сандар үшін де қарастырылады Сондықтан басқа 

бӛлімдерге қарағанда бұл бӛлімде комплексті облыста қарастырамыз. 

Анықтама 1  nu , n= 1, 2, …нақты  сандардың тізбегі берілсін.  

ns , n= 1, 2, …, сандардың жаңа тізбегін құрастырамыз: 

,

,

,

3213

212

11

uuus

uus

us







 

. . . . . . . . .  

nn uuus  ...21  

. . . . . . . . .  

 

 ns  тізбегі қатар деп аталады (дәлірек: жалпы мүшесі nu  қатары деп 

аталады)  және  

  ...,...21  nuuu                                             (1.1) 

немесе 

   


1

.
n

nu                                              (1.2) 

белгіленеді 

Ал,  nu алғашқы тізбегінің элементтері (1.1) қатарының мүшелері деп 

аталады, ал  ns  тізбегінің элементтері– бұл қатардың дербес қосындылары деп 

аталады, сонымен қатар nu  мүшесі қатардың n-ші мүшесі, ал  ns  ақырғы 

қосындысы– қатардың n-ші дербес қосындысы, n=1, 2, …, деп аталады. 

Анықтама 2     (1.2) қатардың мүшелерінен  (n+1)  мүшесінен бастап 

құралған   

                                1 ... ...,n n mu u                                             (1.3)   

қатарын (1.1)  қатарының n-ші қалдығы деп аталады.  

Қатар ӛзінің дербес қосындыларының тізбегі болып табылғандықтан, 

жинақталуы да, жинақталмауы да мүмкін. 

. 

Анықтама 3  Егер (1.1)  қатары  жинақталса, онда    

                                     n
n

ss


 lim  

шегі оның қосындысы деп аталады. 

Мұндай жағдайда 
    ...,...21  nuuus  

немесе 
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1n

nus .                       (1.4) 

деп жазылады. 

Бұл жағдайда 


1n

nu  символын (1.4) қатарын белгілеу үшін және егер қатар 

жинақталса, оның қосындысын белгілеу үшін қолданады. 

Егер  

  


n
n

slim , немесе 


n
n

slim , немесе  


n
n

slim , 

онда сәйкесінше 

  





1n

nu , 





1n

nu  немесе 





1n

nu  

деп жазады. 

Егер (1.3) қатарының қалдығы (1.1) жинақталса, онда оның қосындысын 

nr деп белгілейміз: 

   





1nk

n ur  ,                                        (1.5) 

және қатардың қалдығы деп атаймыз. 

nuuu  ...21  қосылғыштардың ақырлы санының кез келген қосындысын 

0...21 00
  nn uu  мүшелерді қосып, қатар ретінде қарастыруға болады.   

Алынған қатардың (1.5) қосындысы берілген қосындымен сәйкес болып 

келеді, ӛйткені 0nn   болғанда барлық дербес қосындылары 
0ns  -ге тең болады. 

Егер қосынды құрамында қосылғыштардың ақырлы немесе ақырсыз 

сандарының болатынын белгісіз болса, онда екі жағдайда да қатар деп айтуға 

ыңғайлы болады.  

 

Жинақталатын қатарлардың қасиеттері 

 

Теорема 1  с – тұрақты  сан болсын. Егер 

     


1n

nu   

қатары жинақталса, онда 

     


1n

ncu  

санға кӛбейтінділетін қатар да жинақталады және  

    









11 n

n

n

n uccu .                         (1.6) 

теңдігі орындалады. 

Бұл теорема ақырсыз қосынды жинақты болған жағдайда (1.6) сандық 

кӛбейткішті «жақша сыртына шығаруға болатынын» білдіреді. 

Дәлелдеуі.   



n

k

kn us
1

  и 



n

k

kn cus
1

'  

болса, онда  
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   nn css '
.                                (1.7) 

Шарт бойынша n
n

s


lim   бар болады, сондықтан (1.7) бойынша 'lim n
n

s


 бар 

болады және      

                                          n
n

n
n

scs


 limlim '
, 

бұл (1.6) теңдігі болып табылады. 

Теорема дәлелденді. 

Теорема 2     


1n

nu   және  


1n

nv  

қатарлары жинақталсын, онда 

     





1

)(
n

nn vu ,  

берілген қатарлардың қосындысы деп аталатын қатар жинақталады және 

    













1 11

)(
n n

n

n

nnn vuvu  .          (1.8) 

теңдігі орындалады. 

Бұл теорема жинақталатын қатарларды «мүшелеп қосуға болатынын» (n-

ші мүшені n-ші мүшемен)  білдіреді.  

Дәлелдеуі. 



n

k

kn us
1

, 



n

k

kn vs
1

'  и 



n

k

kkn vu
1

)(  болса, 

онда 

    '

nnn ss  , 

және шарт бойынша n
n

s


lim  және 'lim n
n

s


 бар болса, онда n
n




lim  де бар болады және  

  '' limlim)(limlim n
n

n
n

nn
n

n
n

ssss


 , 

бұл (1.8) теңдігі болады. 

Теорема дәлелденді.  

  

1.2  Қатардың жинақталуының Коши критериі  

 

Тізбектердің жинақталуы үшін Коши критериін қатарлар үшін басқаша 

айтуға болдаы. 

Нақтылығында,   ns тізбегі жинақталуы үшін кез келген  nn  нӛмірлері 

және кез келген бүтін 0p  үшін   1npn ss  теңсіздігі орындалып, кез келген 

 >0 үшін n нӛмірі бар болуы қажетті және жеткілікті.   Критериді ыңғайлы 

пайдалану үшін жазылған npn ss   айырманың орнына    1  npn ss   айырмасын  

жазамыз. Сонымен қатар, 0s  қосындысы анықталмағандықтан, анықтама 

бойынша 0s =0 деп есептейміз. 

Егер енді  ns  тізбегі (1.1) қатарының дербес қосындысы болып табылса, 

онда  

  pnnnnpn uuuss   ...11 ,  
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болады және  критерий келесі түрде болады. 

Теорема 3 (Коши критериі) 


1n

nu қатары жинақталу үшін, кез келген  >0 

үшін n нӛмірі бар болып, кез келген  nn  нӛмірлері және кез келген бүтін 

0p  үшін  

                                           pnnn uuu ...1
                             (1.9) 

теңсіздігінің орындалуы қажетті және жеткілікті.   

Теорема 4 (қатардың жинақталуының қажетті шарты)  Егер  


1n

nu  

қатары жинақталса, онда 

                 0lim 


n
n

u .                                     (1.10) 

Нақтылығында, кез келген  0p  үшін және (1.9)дербес жағдайда р=0 

үшін (1.10) теңдігі орындалады. Сондықтан барлық nn  үшін 

    nu  

болады, ал 0 кез келгенділікті ескере отырып, 0  0lim 


n
n

u  екенін білдіреді. 

Теорема  дәлелденді. 

(1.10) қасиеті «жинақты  қатардың жалпы мүшесі нӛлге ұмтылатынын» 

білдіреді. 

 

1.3  Мүшелері теріс емес  қатарлардың жинақталуының қажетті және 

жеткілікті шарттары 

 

    Мүшелері теріс емес  қатарлар  қосымшаларда кӛбінесе жиі кездеседі. 

Сонымен қатар,  олармен алдын ала танысу, таңбалары әр түрлі қатарларды  

үйренуді жеңілдетеді. Мүшелері теріс емес  қатарлардың  мүшелерін u k   орнына 

p k    белгілейміз.  

Мүшелері теріс емес  қатар жинақталу үшін бұл қатардың дербес 

қосындысының шенелуі қажетті және жеткілікті.  

 

Салыстыру белгілері 

           

  Теорема 5   


1k
k

p и 


1k
k

p
'
  -  мүшелері теріс емес  қатарлар берілсін және  

k  үшін келесі теңдік орындалсын  

 

          '

kk
pp  .                                                   (1.11) 

Онда 


1k
k

p
'
 жинақтылығынан



1k
k

p жинақтылығы, ал 


1k
k

p  

жинақсыздығынан 


1k
k

p
'
 жинақсыздығы шығады . 
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Дәлелдеу.  


1k
k

p және 


1k
k

p
'
қатарларының  n-ші ретті дербес 

қосындыларын  Sn және  nS   арқылы белгілейік. Соңғы теңсіздік { nS   } шектеулі 

қосындыларының тізбегі {Sn} шектеулі қосындыларының тізбегіне ауысуын 

кӛрсетеді, және керісінше, {Sn} шектеусіз қосындыларының тізбегі  { nS   }  

шектеусіз қосындыларының тізбегіне ауысуын кӛрсетеді , онда теорема 1 

сүйеніп теорема 5 дәлелденеді. 

Салдар.  Мүшелері теріс емес   


1k
k

p қатары және


1k
k

p
'

 мүшелері оң 

қатары берілсін. Егер  ақырлы L
p

p

к

k

k



lim    шегі бар болса, онда



1k
k

p
'

 

жинақтылығынан 


1k
k

p  жинақтылығы шығады 

 

Теорема 6   


1k
k

p және 


1k
k

p
'
 екі оң  қатарлары берілсін және k  үшін 

мынадай теңдік орындалсын  

                                            
'

'

k

k

k

k

p

p

p

p
11   .                                               (1.12) 

Онда 


1k
k

p
'
 жинақтылығынан



1k
k

p жинақтылығы, ал 


1k
k

p  

жинақсыздығынан 


1k
k

p
'
 жинақсыздығы шығады . 

Дәлелдеу. k=1,2,...,n-1 үшін (1.12)  теңсіздігін жазайық, мұндағы n – кез-

келген нӛмір.  

                                       

.

...................

,

,

'

'

'

'

'

'

11

2

3

2

3

1

2

1

2









n

n

n

n

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

 

Барлық теңсіздіктерді мүшелеп кӛбейткеннен кейін, мына теңсіздіктерді 

аламыз.   

                                    
'

'
1

1

'
1

'

1

nn

nn

p
p

p
p

немесе
p

p

p

p
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Соңғы теңсіздікте 11 / ppc   деп алсақ, теорема дәлелденеді. 

Даламбера және Коши белгілері 

 Салыстыру белгілерінен мүшелері оң қатардың жинақталуының 

Даламбер және  Коши белгілері шығады. Олар жинақты геометриялық  

прогрессия элементтерінен құрылған қатармен 

                     


1л

 q
k
=q+q

2
+...+q

k
+..., q <1,                                         (1.13) 

немесе жинақсыз қатармен 

                    


1л

k=1+1+...+1...                                                            (1.14) 

салыстыруына негізделеді. 

Теорема 7   ( Даламбера белгісі)  Егер  қандайда бір нӛмірден бастап 

келесі теңдік орындалса  

                                 )( 11 11  

k

k

k

k

p

p
q

p

p
                                          (1.15) 

онда  


1k
k

p қатары жинақталады  (жинақталмайды). 

Салдар Егер келесі шек бар болса  

 

                                          L
p

p

k

k

k




1lim ,                                             (1.16) 

онда


1k
k

p қатары L<1 болғанда жинақталады, ал  L>1 болғанда жинақталмайды. 

Теорема  7  әдетте Даламбер  белгісінің шектік түрі деп аталады. Ол осы  

түрде жиі кездеседі.   

Дәлелдеу.    

Теореманы дәлелдеу үшін kp =q
k
 ( kp =1) делік. Онда q

p

p

k

k 

'

1 ,  мұндағы 

 q <1(
'

k

k

p

p
=1) біз теңдікті  (2.5) түрінде жаза аламыз да, 

 

                                           )(
'

'

'

'

k

k

k

k

k

k

k

k

p

p

p

p

p

p

p

p
1111   .                             (1.17) 

 


1k
k

p
'
 қатары (1.13) (1.14) қатарларымен беттесіп жинақталатындықтан 

(жинақсыз), онда   салыстыру  белгісінің теоремасы бойынша (1.17) теңсіздігі 

қатардың жинақталуына кепілдік береді.  Теорема дәлелденді.  

Теорема 8  (Коши белгісі) Егер қандайда бір нӛмірден бастап келесі 

теңдік орындалса 

                      k
kp <q<1   (   k

kp 1)                                                  (1.18) 
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онда 


1k
k

p қатары жинақталады (жинақталмайды). 

Салдар Егер келесі шек бар болса 

                                       Lpk
k

k



lim                                                  (2.19) 

онда


1k
k

p қатары L<1 болғанда жинақталады, ал L>1 болғанда жинақталмайды. 

Теорема 8  әдетте Коши  белгісінің шектік түрі деп  аталады. Ол осы  

түрде жиі кездеседі.   

Дәлелдеу   

Теореманы дәлелдеу үшін kp =q
k
 делік. Онда (1.18) теңсіздігінен мынаны 

аламыз  

                                             )( ''

kkkk
pppp                                       (2.20) 




1k
k

p
'
 қатары (1.13) (1.14) қатарларымен беттесіп жинақталатындықтан 

(жинақсыз), онда салыстыру белгісінің   теоремасы бойынша  (1.20) теңсіздігі 

қатардың жинақталуына кепілдік береді. Теорема дәлелденді.  

 

Коши-Маклоренның интегралдық белгісі 

 

Даламбер және  Коши белгілері кейбір қатарладың жинақталуын анықтай 

алмайды.  Мысалға осы белгілер арқылы 


1

1

k k


 (  - кез – келген нақты сан)  

(1.11) қатарының жинақталуын анықтай алмаймыз 

  α<1  болғанда  (1.11) қатарының жинақсыз болатындығы белгілі, алайда 

α>1 болғандағы сұрақ әлі де шешілген жоқ. Осы бӛлімде біз мүшелері теріс 

емес   қатарлардың жинақталуының тағы да бір жалпы белгісін қарастырамыз. 

Теорема 9  ( Коши-Маклорена белгісі).  f(x)функциясы теріс емес  және 

x>m  аталығында ӛспейтін болсын , мұндағы m кез – келген бекітілген сан 

.Онда келесі  сандық қатардың жинақталуы үшін  

                      


mk

kf )(  =f(m)+f(m+1)+f(m+2)+....                               (1.21) 

                            an= 
n

m

dxxf )(                                                            (1.22)  

тізбегінің n  шегінің  бар болуы қажетті және жеткілікті  

 

Дәлелдеу. k-  km+1 шартын қанағаттандыратын кез-келген нӛмір,ал х  

айнымалысы k-1xk кесіндісіне тиісті аргумент болсын. Шарт бойынша 

берілген кесіндіде функция ӛспейді  және кӛрсетілген кесіндідегі х –тер үшін 

келесі теңсіздіктер орындалады  

                                        f(x) )()( 1 kfxf .                                  (1.23) 
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f(x)функциясы[k-1,k] кесіндісінде шенелген және монотонды болғандықтан, 

сол кесіндіде интегралданады. (1.23) теңсіздігінен және қатардың  

қасиеттерінен келесі теңсіздік   

                               



k

k

k

k

k

k

dxkfdxxfdxkf
111

1)()()( , 

немесе 

                                    f(k) )()( 1
1

 


kfxf
k

k

                                     (1.24) 

шығады.  

Бұл теңсіздіктер  кез-келген 1mk  үшін орындалады. Оларды  k –ның 

келесі  мәндері m+1,m+2,...,n үшін жазамыз. 

                     )()()( mfdxxfmf
m

m

 
1

1 , 

                 )()()( 12
2

1

 




mfdxxfmf
m

m

, 

                    .................................................... 

                                  )()()( 1
1

 


nfxfnf
n

n

. 

Теңсіздіктерді мүшелеп қосып, 

                           





1

1

n

mk

n

m

n

mk

kfdxxfxf )()()(                                 (1.25) 

 

теңсіздігін аламыз.  

                                               Sn=


n

mk

kf )(                                             (1.26) 

деп (1.21) қатарының n-ші дербес қосындысын белгілейміз. 

 (1.21) белгілеулерін  ескеріп, (1.26) теңсіздіктерін келесі түрге келтіреміз 

                                         
1


nnn

SamfS )(                                    (1.27) 

Бұл теңсіздіктер  теореманы дәлелдейді. Себебі  (1.22)  формуласынан 

{an}    тізбегінің кемімейтіндігі шығады. Яғни  бұл тізбектің жинақтылығы үшін 

оның шенелуі қажетті және жеткілікті.  (1.21) қатарының жинақтылығы үшін 

теорема  бойынша { Sn }  тізбегінің шенелуі қажетті және жеткілікті. (1.27) 

теңсіздігінен { Sn }   тізбегінің шенелуі үшін {an}  тізбегінің шенелуі қажетті 

және жеткіліктілігі шығады. Теорема дәлелденді. 

 

1.4 Ауыспалы таңбалы қатарлар 

 

Бұл пункте нӛмірі ӛзгерген сайын таңбалары ӛзгеретін, нақты сандары 

бар қатарлар қарастырылады; ондай қатарлар ауыспалы  таңбалы қатарлар деп 

аталады.    

Ең әуелі ауыспалы таңбалы қатарларды қарастырайық, яғни мүшелері 

кезекпен не оң, не теріс болатын қатарлар,   
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Теорема 10 (Лейбниц). Егер  

                                 0lim 


n
n

u                                                         (1.28) 

және 

                               ,01  nn uu                                                       (1.29) 

n=1,2, …болса,   онда ауыспа таңбалы қатар 

                              





1

.

1)1(
n

n

n u                                                          (1.30) 

жинақталады. 

Д ә л е л д е у і.  (1.30) жұп ретті қатардың дербес қосындыларын 

қарастырайық: 

                                          .)1(
2

1

1

2 



k

n

n

n

k us  

Оларды келесі түрде жазуға болады 

      ),(...)()( 21243212 kkk uuuuuus      k = 1,2, … 

 (1.29)  шарты бойынша дӛңгелек жақшадағы  айырмалардың мәні теріс емес 

болады, сондықтан  ,122  kk ss  яғни (1.30) жұп ретті қатардың дербес 

қосындыларының тізбегі монотонды ӛсепелі болады. Дербес қосындылар ks2    

келесі түрде жазуға болады : 

             ,)(...)( 212223212 kkkk uuuuuus      k = 1,2,  

және (1.29) шарты бойынша дӛңгелек жақшаның ішіндегі мән оң, ал ,0ku   

болғандықтан ,12 us k   аламыз яғни  ks2 -тізбегі жоғарыдан шектелген. 

 ks2 -тізбегінің монотоны ӛспелі және жоғарыдан шектелуінен, оның 

жинақтылығы шығады.   

                                   ss k
n




2lim .                                                       (1.31)   

болсын. 

 (1.30) қатарының тақ ретті дербес қосындылары (1.31) шекгіне 

ұмтылатынын кӛрсетейік. Расында  

                       ,12212   kkk uss k = 1,2. ….                                         (1.32) 

болғандықтан,   (1.28) бойынша  
                                       ,0lim 12 


k

k
u  

онда (1.31) және (1.32) бойынша сәйкес                                                             

                                        ,lim 12 ss k
k




                                                 (1.33) 

(1.31) және (1.32) -нен келесі шығады 

                                                     .lim ssn
n




 

 

Теорема дәлелденді. 

Тұжырым. (1.28) қатарының  кез келген ns  дербес қосындысы  мен  s 

қосындысының айырмасы 1nu  мүшесінін аспайды  немесе бұл қатардың 
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қалдғының  абсолютті шамасы оның бірінші мүшесінің абсолютті шамасынан 

аспайды, яғни  

                                              
.1 nnn ussr  

Шынында теңсіздігінен 222  kk sss  шығады  

                                        122122   kkkk ussss , 

                                        kkkk ussss 221212   , 

                                              k = 1, 2, … . 

Тұжырым дәлелденді. 

 

1.5 Абсолютті және шартты жинақталатын қатарлар  

 

Мүшелері кез келген таңбалы нақты сандар болатын қатарларды 

зерттеуге кӛшейік  

Анықтама     Егер   

                                     .
1




k

ku                                                              (1.34)      

 қатары жинақталса, онда                                                                                                

                                   


1k

ku                                                                 (1.35)  

 қатары абсолютті жинақталады деп аталады 

                                                 

Анықтамада (1.35) қатарының жинақтылығы айтылмағанын байқайық. 

Шынымен, мұндай болжам артық, ӛйткені келесі теорема әділетті.  

Теорема 11 (1.34) қатарының жинақтылығынан (1.35) қатарының 

жинақтылығы шығады. 

Д ә л е л д е у і. Қатар үшін Коши критериін қолданайық Дәлелдеу керек: 

кез келген 0  үшін  N  қандай да  бір нӛмірі табылып, барлық n нӛмірлері 

үшін n  N  шартын қанағаттандыратын  және кез келген  p натурал саны үшін 

келесі теңсіздік әділетті 

                                .
1






pn

nk

ku                                                                (1.36) 

0  бекітейік. (1.34) қатары жинақталатындықтан, онда Коши критериі 

бойынша кез келген 0  үшін  N  қандай да  бір нӛмірі табылып, барлық n 

нӛмірлері үшін n  N  шартын қанағаттандыратын  және кез келген  p натурал 

саны үшін келесі теңсіздік әділетті 

 

                                .
1






pn

nk

ku                                                               (1.37) 

Бірнеше қосылғыштардың қосындысының модулі қосылғыштардың 

модулдерінің  қосындысынан аспайды, яғни 

                         




pn

nk

ku
1

.
1






pn

nk

ku                                                              (1.38) 
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 (1.36) және (1.37) теңсіздіктерін салыстыра отырып, (1.38)теңсіздігін 

аламыз. Теорема дәлелденді.  

   Егер (1.34) қатары жинақталып, ал (1.35) қатары жинақсыз болса, онда  

(1.34) қатары шартты жинақты  деп аталады                                      

 

Абсолютті және шартты жинақталатын қатардың мүшелеріннің 

орнын ауыстыру  

 

Нақты қосылғыштардың ақырлы санының қосындысының ең басты 

қасиеті орын ауыстырымдылық қасиеті болып табылады. Шынымен, мынадай 

сұрақ туындайды, бұл қасиет жинақталатын қатардың қосындысы үшін әділетті 

бола ма, яғни жинақталатын қатардың қосындысы осы қатардың мүшесін 

ауыстыруынан ӛзгеруі мүмкін бе? Біз бұл сұрақты осы пункте шартты 

жинақталатын қатарларға қатысыты анықтаймыз. Қатардың мүшелеріннің 

орнын  ауыстыруын зерттеуінен бастайық.     

               ...)
2

1

12

1
(...)

4

1

3

1
()

2

1
1( 




kk
                                  (1.39) 

(1.39) қатары шартты жинақталады және оның қосындысы 2ln . Енді (1.39) 

қатарының мүшелерін  бір оң мүшесінен кейін екі теріс  мүше тұратындай етіп 

орналастырамыз. Мүшелердің осындай ауыстыруының нәтижесінде  келесі 

қатарды аламыз  

     ...)
4

1

24

1

12

1
(...)

8

1

6

1

3

1
()

4

1

2

1
1( 







kkk
          (1.40) 

Кӛрсетілген (1.39) қатарының мүшелеріннің орнын ауыстыру 

нәтижесінде алынған (1.40) қатар жинақталады және (1.39) қатарынан екі есе 

кіші болатын қосындысы бар болатынын дәлелдейік. Ол үшін  (1.39) және 

(1.40) қатарларының m -ші дербес қосындыларын mS  және 
mS  символдарымен 

сәйкесінше белгілейміз. Келесі қосындылар қарастырайық: 

m

m

k

m

k

m

k

m S
kkkkkkk

S 2
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1

12

1
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1

4

1

24

1

4

1

24

1

12

1
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Сонымен,  

                                  mm SS 23
2

1
              (1.41) 

бұдан  

                           
m

SS mm
4

1

2

1
213 

               (1.42) 

                           
24

1
1323





m

SS mm               (1.43) 

SS m
m




2lim  болғандықтан, m  кезде (1.41), (1.42) және (1.43), 

формулаларынан  

SS m
m 2

1
lim 3 


, SS m

m 2

1
lim 13 




, SS m
m 2

1
lim 23 




 теңдіктерін аламыз. 



17 

 

Сӛйтіп, (1.39) қатары жинақталады және  қосындысы S
2

1
 тең болады, ал 

02ln S  болғандықтан SS 
2

1
. Сәйкесінше, жоғарыда кӛрсетілген  

мүшелердің орнын ауыстыру нәтижесінде шартты жинақталатын (1.39) 

қатарының қосындысы ӛзгереді. Қарастырылған мысал, шартты жинақталатын 

қатарлар үшін мүшелерінің орнын ауыстырымдылық қасиеті 

орындалмайтындығын кӛрсетеді. Шартты жинақталатын қатардың 

қосындысына мүшелерінің орнын ауыстырудың әсері туралы сұраққа толық 

жауап беретін Риманның тамаша тұжырымын қарастырамыз 

Теорема  ( Риман).  Шартты жинақталатын қатардың мүшелерінің орнын 

ауыстырып,  алдын ала алынған  қандай да бір L санына жинақталатындай етіп 

түрлендіруге болады    

Ескерту. Сәйкесінше, егер қатар шартты жинақталатын болса, онда оның 

мүшесін түрлендірілген қатардың бӛлік қосындысының тізбегі ауыстыру 

қасиетіне ие болмайтындай етіп ауыстыруға болады.     

Кез келген абсолютті жинақталатын қатар үшін  орын ауыстырымдылық  

қасиеті әділетті екенін дәлелдейік.  

 Теорема (Коши). Егер берілген қатар абсолютті жинақталатын болса, 

онда мүшелеріннің қандайда бір орнын  ауыстыру арқылы  алынған кез келген 

қатар абсолютті жинақталады және қосындысы берілген қатардың 

қосындысына тең болады.     

Д ә л е л д е у і.                      

                                  


1k

kU                                                          (1.44)  

қатары  абсолютті жинақталсын және қосындысы  S болсын. Бұдан , 

                                         





1k

kU                                        (1.45)  

(1.44) қатарының  мүшелерінің қандайда бір орнын  ауыстыру арқылы  

алынған қатар болып табылады. Дәлелдеу керек:  

1) (1.44) қатары жинақталады және қосындысы S  тең ;  

2) (1.45) қатары абсолютті жинақталады. 

Ең әуелі 1) Кез келген 0  саны үшін  N нӛмірі табылып, Nn   шарты 

кезінде  

                                               


n

k

k SU
1

                    (1.46)               

  

орындалатынын кӛрсетейік 

Кез келген 0 санын бекітейік. (1.44)  қатары абсолютті жинақталатып 

және қосындысы S  тең болғандықтан таңдап алынған  0  үшін  0N  нӛмірін 

табылып  келесі теңсіздік әділетті  болады 

                                             
2

0

0 1








pN

Nk

kU                                      (1.47) 

(p – кез келген натуралды сан)                    
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және                           

                                            
2

0

1






SU
N

k

k                                     (1.48)  

N нӛмірін кез келген Nn  үшін  (1.45) қатарының  кез келген 

nS  қосындысы (1.44) қатарының алғашқы 0N мүшесін қамтитындай  етіп 

таңдаймыз. (1.43) сол жақ бӛлігіндегі айырманы бағалайық және шарты Nn   

кезінде осы айырма үшін (1.45) теңсіздігі әділетті екенін дәлелдейік. Шынымен, 

кӛрсетілген  айырманы  келесі түрде келтіруге болады   

                   )()(
00

11 1 1

SUUUSU
N

k

k

n

k

n

k

N

k

kkk    
  

.                            (1.49) 

Екі шаманың қосындысының модулі олардың модулдерінің 

қосындысынан аспайтын болмайтындықтан (1.49) теңдеуінен        

                          SUUUSU
N

k

k

n

k

N

k

kk

n

k

k   
 

00

11 11

 .                     (1.50)  

 аламыз. 

(1.50)  теңсіздігін дәлелдеу үшін Nn   шарты кезінде  

                           
21 1

0 
 

 

n

k

N

k

kk UU                                                    (1.51) 

дәлелдеу жеткілікті екені  (1.50) және (1.51) теңсіздіктерінен кӛруге болады.  

 (1.51) теңсіздігін дәлелдеу үшін, Nn   шарты кезінде оның сол жақ 

бӛлігінде орналасқан қосындылардың біріншісі (1.54) қатарының барлық 0N  

мүшелерін қамтитынын байқайық.  

                                  
 


n

k

N

k

kk UU
1 1

0

                                                      (1.52) 

нӛмірінің әрқайсысы 0N  үлкен болатын, (1.52) қатарының мүшелерінің 0Nn   

қосындысы түрінде ұсынылады.    

Егер pN 0  нӛмірі жаңа ғана кӛрсетілген барлық 0Nn   нӛмірінен үлкен 

болатындай p  натуралды санын таңдап алсақ, онда (1.52) айырмасы үшін  

теңсіздігі әділетті 

                                 .
0

0

0

11 1

 


 


pN

Nk

k

n

k

N

k

kk UUU                  (1.53)  

(1.53) және (1.48) теңсіздіктерінен (1.51) теңсіздігі шығады. Сонымен (1.51) 

теңсіздігі дәлелденді, яғни (1.44) қатары жинақталады және қосындысы S  екені 

дәлелденді және (1.45) абсолютті жинақталады. Бұл тұжырымның дәлелдемесі.  

 1) тұжырымынан шығады,  егер оны келесі қатарға қолдансақ   

                                        


1k

kU   

және  

                                        





1k

kU                                                      (1.54) 
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Оның үстіне біз  (1.54) қатарларының екіншісінің дәлелдеуін шығарамыз, 

яғни (1.45) қатарының абсолютті жинақталатынын дәлелдейміз. Теорема  

толығымен дәлелденді. 

Сандық қатарлардың жинақталуын зерттеуге арналған бірнеше 

мысалдардың шығару жолдарын карастырайық. 

1 Мысал  





1

)
1

1ln(
n n

 қатарының жинақталуын зерттеу керек. 

Шешуі. А.Қатардың жалпы мүшесі .ln)1ln(
1

ln)
1

1ln( nn
n

n

n
un 


 . 

п = 1 болғанда  

                   

)1ln(

1ln)1ln(ln)1ln(...4ln2ln3ln1ln2ln

)ln)1(ln(...)3ln4(ln)2ln3(ln)1ln2(ln







n

nnnS

nn

n
  

Сонымен,   


)1ln(limlim nS
n

n
n

, яғни қатар жинақталмайды. 

                        Б 





1

)
1

1ln(
n n

 қатарының жинақталуын зерттеу үшін 

гармоникалық қатармен салыстырамыз 
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3

1

2

1
1

1

nn
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nn

v  

Жалпы мүшесі 
n

vn

1
  болғандықтан, есептейміз  

n

n

n v

u


lim .   

Сонда 

                                           .1
1

)
1

1ln(

limlim 






n

n

v

u

n
n

n

n
 

Жинақталудың 2-салыстыру белгісі бойынша гармоникалық қатар 

жинақталмайтындықтан, 





1

)
1

1ln(
n n

 қатары да жинақталмайды. 

 

         2 Мысал   











1
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4
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 қатарының жинақталуын зерттеу керек.                                   

     Шешуі.  
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 қатарының жинақталуын зерттеу үшін гармоникалық қатармен 

салыстырамыз ...
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2

2

1

)
2

1
(

1

n
n





   (n=1,2,3…) болатындықтан және  Жинақталудың 1-салыстыру 

белгісі бойынша /гармоникалық қатар жинақталмайтындықтан/ 


 1 2)
2

1
(

1

n n

 

қатары да жинақталмайды 

 

 3 Мысал   
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1
2222
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 nnn

 қатарының жинақталуын зерттеу  

керек 

Шешуі . Берілген қатарды геометриялық қатармен салыстырамыз  

                             ...
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1
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1
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2222
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 nnn

                                                           

         Жинақталудың 1-салыстыру белгісі бойынша  
2

2

1

)
3

1
(

1

n
n





   (n=1,2,3…).  

          Геометриялық  қатар жинақталатындықтан, берілген 
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қатар жинақталады  

  

        4 Мысал  : 

     Жинақталудың Даламбер белгісі бойынша ...)
3

1
(4)

3

1
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1
21 32   

қатарының жинақталуын зерттеу  керек 
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 Қатар жинақталады  

 

          5 Мысал  : 

     Жинақталудың Даламбер белгісі бойынша ...
2

4

2

3

2
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2

1
432
  қатарының 

жинақталуын зерттеу  керек 
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     Қатар жинақталады  

  

     6 Мысал  : 

     Жинақталудың Даламбер белгісі бойынша ...
10

4321

10

321

10

21
32










 

қатарының жинақталуын зерттеу  керек 

Шешуі. Жалпы мүшесі 
nn

n
u

10

)1(...321 
 .   

Cонда 
11

10

)2)(1(...321





nn

nn
u . 

         
10

2

)1(...32110

10)2)(1(...321

10

)1(...321
10

)2)(1(...321

1

1
1 















 n

n

nn

n

nn

u

u
n

n

n

n

n

n ; 

           







 10

2
limlim 1 n

u

u

n
n

n

n



2lim

10

1
n

n
 

         Қатар жинақталмайды. 

 

          7 Мысал  : 

     Жинақталудың Даламбер белгісі бойынша ...
12963

7531
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қатарының жинақталуын зерттеу  керек 

           Шешуі. Жалпы мүшесі 
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  яғни қатар жинақталады  

 

       8 Мысал  : 

 Жинақталудың Коши белгісі бойынша ...
2

4

2

3

2

2

2

1
432
  қатарының 

жинақталуын зерттеу  керек 

    Шешуі. Жалпы мүшесі 
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n
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2
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   Жинақталудың Коши белгісі бойынша      
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қатар жинақталады  

  

           9 Мысал  . 

            Жинақталудың Коши белгісі бойынша ...
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қатарының жинақталуын зерттеу  керек .                         
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қатар жинақталады 

 

            10 Мысал  . 

          Жинақталудың Коши белгісі бойынша. ...
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қатарының жинақталуын зерттеу  керек 
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қатар жинақталады 
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               11 Мысал  . 

       Жинақталудың Коши белгісі бойынша. 
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         Қатар жинақталмайды. 

 

 

Бақылау сұрақтары мен тапсырмалар: 

 

1. Сандық қатардың анықтамасы. 

2. Сандық қатардың жалпы мүшесін қалай атайды? 

3. Қатардың қандай қосындысын n-ші дербес қосынды деп атайды? 

4. Қандай қатарды гармоникалық деп атайды? 

5. Қандай қатарды геометриялық прогрессияның қатары деп атайды? 

6. Қандай қатарды жинақталатын деп атайды? 

7. Даламбер белгісін  шектік түрде дәлелдеңіз. 
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           8.        Коши белгісін дәлелдеңіз 

9.     Коши-Маклорен интегралдық белгісін дәлелдеңіз.  

10.      Қандай қатар абсолютті жинақталады? 

11.      Қандай қатар шартты жинақталады? 

12.    






1

1)1(

k

k

k
 қатарының абсолютті жинақтылығына зертте. 

13.     Риман теоремасын келтір және дәлелде . 

14.    Коши теоремасын келтір және дәлелде. 

15.    Қандай қатар ауыспалы таңбалы деп аталады? 

16.    Коши критериін келтір және дәлелде. 
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 2 Функциялық тізбектер мен қатарлар 

  

2.1 Функциялық тізбектер мен қатарлардың  жинақталуы 

 

               (2.1) 

функциялық тізбегін және сәйкес 

                                                    .)(
1




n

n xu                                           (2.2) 

функционалдық қатарды қарастырайық. 

Егер x  аргументін бекітсек, бұл функциялық тізбек пен қатар сандық 

тізбек пен қатарға айналады. 

E -қандайда элементтер жиыны болсын, ал (2.1) E  жиынында анықталған  

функциялық тізбек болсын. 

Анықтама 1 Егер кез келген Ex  және барлық ,...2,1n  үшін 

Mxf
n

)(   теңсіздігі орындалатындай 0M  тұрақтысы бар болса, онда (2.1) 

тізбегі E жиынында шенелген деп аталады. 

                                              Mxf
n

)(  

Анықтама 2 Егер кез келген Ex  және барлық ,...2,1n  

үшін )()(
1

xfxf
nn




 ( )()(
1

xfxf
nn




)  теңсіздігі орындалса, онда (2.1) тізбегі 

E жиынында монотонды кемімелі (ӛспелі) деп аталады.  

  Бұл анықтамада ,...2,1),( nxf
n

 , функциялары нақты мән қабылдайды 

деп саналады. 

Анықтама 3 Егер   )(
0

xf
n

 жинақты сандық тізбек болса, онда (2.1) 

тізбегі  Ex 
0

нүктесінде жинақты деп аталады. 

Егер (2.1) тізбегі E жиынынын әрбір нүктесінде жинақталса, онда ол  E  

жиынында жинақты деп аталады. 

Егер  )()(lim xfxf
n

n



,  Ex  орындалса, онда  (2.1) тізбегі )(xf , 

Ex функциясына жинақталады деп аталады. 

 (2.2) қатары үшін ұқсас анықтамалар беруге болады. 

Анықтама 3
/
 Егер  



1
0
)(

n
n

xu  сандық қатар жинақты болса, онда (2.2) 

қатары жинақты деп аталады. 

Егер (2.2)  қатары E жиынынын әрбір нүктесінде жинақталса, онда ол  E  

жиынында жинақты деп аталады. 

Анықтама 4. Егер  E  жиынында 


1

)(
n

n
xu  қатары жинақты болса,  онда  

(2.2) қатары  E  жиынында абсолютті  жинақты деп аталады. 

Сандық қатарларға ұқсас,  





1

)()(
k

kn
xuxs ,  ,...,2,1n  қосындысы  (2.2) 

қатарының  n -ші  дербес қосындысы деп аталады, ал E жиынында жинақты 

,...2,1),( nxf
n
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(2.2) қатарының дербес қосындысының шегі )(lim)( xsxs
n

n 
  қатардың 

қосындысы деп аталады. 

 

Функциялық тізбектер мен  қатарлардың  бірқалыпты жинақталуы  

  

Анықтама 5 (2.1) функциялық тізбегі және  f  функциясы берілсін. Егер 

кез келген 0   саны үшін n  нӛмірі табылып, n n  болғанда  

                                               ( ) ( ) .nf x f x                                          (2.3)     

теңсіздігі орындалса, онда (2.1) функциялық тізбегі Е жиынында  f  

функциясына бірқалыпты жинақталады  деп аталады. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 Сурет 1- -аймағы 

 

 

Егер функциялық { nf }  тізбегі Е жиынында  f  функциясына бірқалыпты 

жинақталса, онда  ff n   ,  Е жиынында бірқалыпты жинақты деп белгілейміз. 

Егер (2.1) функциялық тізбегі Е жиынында  f  функциясына жай 

жинақталса, онда кез келген 0  саны  және  кез келген Ex  үшін   мен х 

тәуелді );(00 xnn   нӛмірі табылып, 0nn   болғанда  (2.3) теңсіздігі орындалады.  

Ал бірқалыпты жинақтылық кезінде кез келген 0  саны  үшін n  

нӛмірін тек қана   санына тәуелді  және  Ex   тәуелсіз  етіп таңдалады және  

0nn   болғанда  (2.1) теңсіздігі  Е жиынынын барлық нүктелерінде орындалады, 

яғни nf  функцияларының «графиктері»  f  функциясының графигінің 

айналасында, яғни « -аймағында»  орналасады.(Сурет1) 

Сонымен  бірқалыпты жинақтылық кезінде кез келген 0  саны  және 

барлық жеткілікті үлкен  n, nn  үшін Е жиынында қателігі   -нан кіші 

болатындай nf  функцияларының мәндерін  f функциясымен жуықтауға болады. 

                                     xu
nk

k


 1

      (2.4) 

қатарын (2.1) қатарының n-ші қалдығы деп атайды. 
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Егер (2.1) қатары Е жиынында  жинақталса, онда (2.1) қатарының n-ші 

қалдығы да Е жиынында  жинақталады. Бұл жағдайда (2.2) қатарының 

қосындысын  )(xrn  деп белгілесек, онда  s      xrxsx nn  . 

Сандық қатарлар теориясының анықтамасына сәйкес әрбір функциялық 

қатар ӛзінің дербес қосындыларының тізбегі болып табылады: 

                                 



n

k

kn nxuxs
1

...2,1),()(  

Әрбір (2.2) функциялық тізбегінің   мүшелері қатардың  дербес 

қосындыларының тізбегі болатындай (2.2) қатары бар болады.Бұл қатардың 

мүшелері  ...3,2),()()(),()( 1211   nxfxfxuxfxu nn теңдіктері арқылы бірмәнді 

анықталады. 

Яғни функциялық қатарлар үшін теоремаларды функциялық тізбектер 

үшін және керісінше құрып  дәлелдеуге болады. 

Теорема 1 (Тізбектің  бірқалыпты жинақталуының Коши критериі)  

nf , 1,2,...n  ,    функциялық тізбегі  Е жиынында  бірқалыпты жинақталуы үшін  

кез келген 0   саны үшін n  нӛмірі табылып, барлық n n ,  бүтін 0p   және 

барлық Ex  үшін 

                                         ,)()(  xfxf npn
     (2.5) 

теңсіздігінің орындалуы қажетті және жеткілікті. 

Кейде тізбектің  бірқалыпты жинақталуының  қарапайым жеткілікті 

шарттарын қолдану тиімді болады.  

Теорема 2 (Вейерштрасс белгісі). nf , 1,2,...n  ,    функциялық тізбегі 

берілсін. Егер       

                                              lim 0, 0,n
n

a a


                                        (2.6)     

теңсіздігін қанағаттандыратын { na } сандық тізбегі  табылып, барлық 

1,2,...n  ,және барлық Ex  үшін  

                                                    ( ) ( ) ,n nf x f x a                                   (2.7)   

 теңсіздігі орындалса, онда { nf } функциялық тізбегі  Е жиынында  f  

функциясына бірқалыпты жинақталады.  

 

Дәлелдеу. (2.7) шарты бойынша кез келген 0   саны үшін n  нӛмірі 

табылып, n n  болғанда na   теңсіздігі орындалады. 

(2.7) шарты бойынша барлық 1,2,...n  ,және барлық Ex  үшін 

( ) ( ) ,nf x f x    теңсіздігі орындалады, ал бұл { nf } функциялық тізбегінің  Е 

жиынында  f  функциясына бірқалыпты жинақталуын білдіреді. 

 

Қатарлар үшін де бірқалыпты жинақталу ұғымын енгізуге болады 

Анықтама 6 Егер  

                                                 


1

),(
n

n xu                                                  (2.8)     
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функциялық  қатарының  дербес қосындыларының тізбегі  Е жиынында 

бірқалыпты жинақты болса, онда  (3.8)  функциялық  қатары  Е жиынында 

бірқалыпты жинақты болады. 

Сонымен, (2.8)  функцияналдық  қатарының  Е жиынында бірқалыпты 

жинақтылығынан  

                                               ( ) ( )ns x s x .                                               (2.9)     

 (2.7)  болатындай )(xs функциясының бар болуын білдіреді.   

 (2.7) теңдігінен ( ) ( )ns x s x  ,  Е  болғандықтан   )(xs  функциясы (2.8) 

қатарының қосындысы болады.  

                                





1

).()(
nk

kn xuxr                                                         

болсын 

Онда ( ) ( ) ( )n ns x s x r x   және   (2.7) шартына  эквивалентті  : 

0nr  , Е жиынында бірқалыпты  жинақты  (2.7)  түрімен ауыстыруға болады. 

Сондықтан (2.6)  функциялық  қатары  Е жиынында бірқалыпты жинақты 

болуы үшін  

                                                
n

lim .0)(sup 


xrn
Ex

       (2.10) 

теңдігінің орындалуы қажетті және жеткілікті. 

 (2.9) және (2.10) шарттарынын эквиваленттілігін дәләлдейміз.  

Шынымен, (2.9) шарты орындалса, онда  0   саны үшін n  нӛмірі 

табылып, барлық n n   және барлық Ex  үшін ( ) .
2

nr x


 теңсіздігі 

орындалады. Бұдан  барлық n n   үшін  sup ( ) ,
2

n
x E

r x





   орындалады, ал бұл 

(2.10) шартына тіреледі. Керісінше (2.10) шарты орындалса, онда   0   саны 

үшін n  нӛмірі табылып, барлық n n   және барлық Ex    s u p ( ) ,n
x E

r x 


  

теңсіздігі орындалады, ал бұдан  барлық n n   және барлық Ex    үшін 

( ) ,nr x   теңсіздігі орындалады, ал бұл (2.9) шартына тіреледі. Тұжырым 

дәлелденді. 

                                       ),()()( 1 xuxsxs
pn

nk

knpn 




        

болатындығын ескеріп , теорема 1  қолданып,  қатардың жинақталуының 

критериін аламыз    

Теорема   5  (  қатардың  бірқалыпты жинақталуының Коши критериі)  

          (2.8)  функциялық  қатарының  Е жиынында бірқалыпты жинақты болуы 

үшін  кез келген 0   саны үшін n  нӛмірі табылып, барлық n n ,  бүтін 0p   

және барлық Ex  үшін 

                                          




pn

nk

k xu )(                       (2.11) 

теңсіздігінің орындалуы қажетті және жеткілікті.  

Салдар (қатардың  бірқалыпты жинақталуының қажетті шарты ). 
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Егер (2.6)  функциялық  қатары Е жиынында бірқалыпты жинақталса, 

онда  

                                      0)( xun  ,                                                      (2.12)         

Е   жиынында бірқалыпты  жинақталады        

(2.11) шартында 0p   деп алсақ, онда (2.12) шартына келеміз. 

Кейде қатардың  бірқалыпты жинақталуының  қарапайым жеткілікті шарттарын 

қолдану тиімді болады.  

Теорема 4 (Вейерштрасс белгісі). Мүшелері Е жиынында анықталған 

)(xun функциялар болатын (2.6)  функциялық  қатары мен келесі сандық қатар 

берілсін:               

                    ....2,1,0,
1






naa
n

n                (2.13) 

Егер (2.13) қатары жинақталса және  

                       ...,2,1)( ,  naxu nn                                                           (2.14) 

 теңсіздігі орындалса, онда (2.6)  функциялық  қатары Е жиынында бірқалыпты 

және абсолютті жинақталады. 

 Абсолютті жинақсыз болатын қатарға қолдануға болатын қатардың  

бірқалыпты жинақталуының жеткілікті белгісін қарастырайық.   

Теорема 5 ( Дирихле белгісі).  

                                      


1

),()(
n

nn xbxa                                                   (2.15)  

қатары берілсін,  мұндағы ( )na x   және ( )nb x ,  1,2,...n  ,  функциялары Е 

жиынында анықталған және келесі шарттарды қанағаттандырсын: 

1) { ( )na x } тізбегі әрбір Ex үшін монотонды және Е жиынында нӛлге 

бірқалыпты жинақталсын; 

2) 


1

),(
n

n xb  қатарының ( )nB x , 1,2,...n    дербес қосындылары Е 

жиынында шенелген болсын. 

Онда (2.15) функциялық  қатары Е жиынында бірқалыпты  жинақталады. 

 Теорема 6 ( Абель белгісі). Егер: 

1) { ( )na x } тізбегі Е жиынында шенелген: 

                            ,)( Mxan   , 1,2,...x E n  , 

және әрбір Ex үшін   монотонды ӛспелі немесе кемімелі болса, 

2)    
1

( )n

n

b x




  қатары Е жиынында бірқалыпты  жинақталса, 

онда (2.15) функциялық  қатары Е жиынында бірқалыпты  жинақталады.  
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2.2 Бірқалыпты жинақталатын функциялық тізбектер мен  

қатарлардың қасиеттері 

Теорема 7 Егер )(xu
n

, ,...,2,1n  функциялары mEE    жиынында 

үзіліссіз және 


1

)(
n

n
xu    қатары Е жиынында бірқалыпты  жинақталса, онда 

оның қосындысы  





1

)()(
n

n
xuxs  Е  жиынында бірқалыпты  жинақталады.  

Теорема  8 Егер )(xu
n

, ,...,2,1n  функциялары mEE    жиынында 

үзіліссіз  және ff
n




, E жиынында, онда f  функциясы E  жиынында үзіліссіз 

болады. 

Бұл әрбір Ex 
0

үшін  

                                )(limlim)(limlim
00

xfxf
n

Ex
xxn

n
n

Ex
xx







 ,  

орындалуын білдіреді, яғни nжәне x  бойынша алынған шектердің орнын 

ауыстыруға болады. 

Теорема 9   )(xu
n

, ,...,2,1n  функциялары ],[ ba  кесіндісінде  үзіліссіз 

және 


1

)(
n

n
xu    қатары ],[ ba  кесіндісінде  бірқалыпты  жинақталсын, онда кез 

келген  ],[ bac  нүктесі үшін  


1

)(
n

x

c

n
dttu    қатары  ],[ ba  кесіндісінде  

бірқалыпты  жинақталады. Егер                                                    

                                         





1

)()(
n

n
xuxs ,                                                

болса, онда                    

                              





x

c n

x

c

n
dttudxxs

1

)()( ,  bxa  .                               

Соңғы формуланы     
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)()(
n

x

c

n

x

c n
n

dttudttu  түрінде жазсақ, онда 

теорема  шарттары орындалғанда қатарды мүшелеп интегралдауға 

болатындықты білдіреді. 

Теорема 10 Егер ],[ ba  кесіндісінде үзіліссіз 
n

f , ,...,2,1n тізбегі сол 

кесіндісінде f  функциясына  бірқалыпты  жинақталс, онда әрбір ],[ bac  

нүктесі үшін                  




x

c

x

c

n
dttfdttf )()(  ,  ],[ ba     орындалады. 

Дербес жағдайда             

                                  


x

c

x

c

n
n

n
n

dttfdttf )(lim)(lim . 

Теорема 11 )(xu
n

, ,...,2,1n    функциялары ],[ ba  кесіндісінде үзіліссіз  

дифференциалдансын және олардың туындыларынан құралған  
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                                 )(
1

' xu
n

n




                                                          

қатары ],[ ba  кесіндісінде  бірқалыпты  жинақталсын.  

Егер 


1

)(
n

n
xu  қатары ең болмағанда бір  ],[ bac  нүктесінде жинақталса, 

онда ол  ],[ ba   кесіндісінде жинақталады, ал оның қосындысы   

                                 





1

)()(
n

n
xuxs                                                    

],[ ba   кесіндісінде үзіліссіз дифференциалданады және келесі теңдік 

орындалады: 

                                    





1

' )()('
n

n
xuxs .                                                 

Соңғы формуланы келесі түрде жазсақ,   

                                             
















1

'

1

)(')(
n

n
n

n
xuxu , 

 теореманың шарттары орындалған кезде қатарды мүшелеп дифференциалдауға 

болатындықты білдіреді. 

 

2.3 Дәржелік қатардың жинақталу радиусы және жинақталу облысы 

 

Анықтама 1  

                             





0

0

n

n

n zza ,                                                        (2.16) 

түріндегі функцияналдық қатарлар, мұндағы na  и 0z  - берілген комплекс 

сандар, ал z  - комплекс айнымалы, дәрежелік қатарлар деп аталады. 

,...,2,1,0, nan   сандары (2.16) дәрежелік қатарының коэффициенттері деп 

аталады. 

Егер (2.16) қатарында  

                                                  0zz  , 

алмастыруын енгізсек, онда келесі қатарды аламыз: 

                                                


0n

n

na  ,                                             (2.17) 

(2.16) қатарының жинақтылығын зерттеу (2.17) қатарының жинақтылығын 

зерттеуге эквивалентті екені анық, сондықтан алда (2.17) түріндегі қатарларда 

 айнымалысының орнына z -ті алатын боламыз. 

Теорема 1 (Абель теоремасы). Егер  

                                            


0n

n

n za ,                                                  (2.18) 

дәрежелік қатары 00  zz  үшін жинақталса, онда ол 0zz   болғандағы кез 

келген z -тер үшін абсолютті жинақталады. 
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Салдар. Егер (2.18) дәрежелік қатары 0zz   болғанда жинақталмаса, онда 

ол 
0zz   болғандағы кез келген z -тер үшін де жинақталмайды. 

Анықтама 2 0R  ( R  - сан немесе   символы) шамасы  берілсін. 

Егер Rz   болатын барлық z -тер үшін (2.18) қатары жинақты, ал Rz   

болатын барлық z -тер үшін (2.18) қатары жинақсыз болса, онда R санын (2.18) 

дәрежелік қатарының жинақталу радиусы деп аталады. 

Rz   болғандағы, z  нүктелер жиыны (2.18) қатарының жинақталу 

облысы деп аталады. 

Теорема 2. Кез келген (2.18) дәрежелік қатарының R  жинақталу радиусы 

бар болады. Жинақталу облысында, яғни Rz   болғандағы кез келген z -тер 

үшін  (2.18) қатары абсолютті жинақталады. rz   кез келген облысында  (2.18) 

қатары бірқалыпты жинақталады (мұндағы r  бекітілген және Rr  ). 

Теорема 3 (Абель). Егер (2.18) дәрежелік қатары Rz   болғанда 

жинақталса, онда қатар  R,0  кесіндісінде бірқалыпты жинақталады. 

Салдар. Егер (2.18) дәрежелік қатары Rz   болғанда жинақталса, онда 

оның қосындысы  R,0  кесіндісінде үзіліссіз болады. Бұл тұжырымды әдетте 

Абельдің дәрежелік қатарлар туралы екінші теоремасы деп аталады. 

Теорема 4. R  саны 

                                         


0n

n

n za ,                                                  

 дәрежелік қатарының жинақталу радиусы болсын, онда оны 

                                     
n

n
n

a
R




lim

1
,        (2.19) 

(2.19) Коши-Адамар формуласы деп аталады және осы формула арқылы 

радиусты табуға болады. 

 

  Аналитикалық функциялар 

Анықтама 3 Егер  zf  функциясы үшін 0R  саны табылып ,  Rzz  0
 

облысында ол (1.1) дәрежелік қатар түрінде ӛрнектелетін болса, яғни  

                               Rzzzzazf
n

n

n 




0

0

0 , ,                (2.20) 

теңдігі орындалатындай ,...,2,1,0, nan  комплекс сандары бар болса, онда  zf  

функциясы 0z  нүктесінде аналитикалық деп аталады  

Аналитикалық функциялардың нүктедегі қосындысы, айырмасы және 

кӛбейтіндісі қайтадан сол нүктеде аналитикалық болады. 

Лемма 1. Егер 

                                            





1

0

nk

k

kn zzazr  

оң  R  жинақталу радиусымен алынған (2.20) жинақталатын қатардың қалдығы 

болса, онда  

                          1

0




n

n zzOzr  при 0zz  ,     
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және келесіні білдірді  

                              n

n zzozr 0  при 0zz  ,            

Теорема 5.  0z  нүктесінде аналитикалық  zf  функциясының  (2.20) 

дәрежелік қатар түріндегі  ӛрнектелуі жалғыз, яғни егер 

                           0,, 0

0 0

00  








RRzzzzbzza
n n

n

n

n

n ,        

Онда                                         ,...2,1,0,  nba nn . 

Теорема 6. Егер 0R  саны  

                                    ,
0

0





n

n

n xxaxf          (2.21) 

дәрежелік қатарының жинақталу радиусы болса, онда: 

1) f  функциясының  RxRx  00 ,  интервалында  (2.21) қатарынан 

мүшелеп дифференциалдау арқылы табылатын кез келген ретті туындылары 

бар болады; 

2) кез келген  RxRxt  00 ,  үшін 

                                     
 

,
10

1

0

0













n

n

n

t

x
n

xt
adxxf  

яғни жинақталу интервалында дәрежелік қатарды мүшелеп интегралдауға 

болады; 

3) (2.21) қатарын мүшелеп дифференциалдағаннан және 

интегралдағаннан шыққан дәрежелік қатарлардың және  (2.21) қатарының 

жинақталу радиустары бірдей болады. 

Теорема 7. Егер f  функциясы 0x  нүктесінде аналитикалық болса, яғни 

сол нүктенің маңайында (2.5) қатары арқылы ӛрнектелсе және сол қатардың 

жинақталу радиусы 0R  саны  болса, онда 

                               
  

,...1,0,
!

0  n
n

xf
a

n

n ,     

яғни 

                             
  

  ,
!0

0
0






n

n
n

xx
n

xf
xf  

 

2.4 Элементар функциялардың Тейлор қатарына жіктелуі 

 

Анықтама 1 f  функциясы 0x  нүктесінің қандай да бір маңайында 

анықталсын және осы нүктеде  оның кез келген ретті туындылары бар болсын. 

Онда 

                       
  

  ,
!0

0
0






n

n
n

xx
n

xf
         (2.22) 

қатары f  функциясының 0x  нүктесіндегі Тейлор қатары деп аталады. 

Келесі сұрақ туындайды:  xf  функциясының Тейлор қатары қай кезде 

қандай да бір интервалда  xf -ке жинақталады? Бұл сұраққа жауап беру үшін 
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кез келген ,...2,1,0n  үшін орындалатын f  функциясы үшін Тейлор формуласын 

жазайық 

                               
  

   ,
!0

0
0




n

k

n

k
k

xrxx
k

xf
xf          (2.23)      

Бұл формулада  xrn  Тейлор формуласының қалдық мүшесін білдіреді. 

                                   
  

 ,
!0

0
0




n

k

k

n xx
k

xf
xs  

деп      (2.23)     формуласын келесі түрде жазайық  

                                              xrxsxf nn  ,                   (2.24)      

мұндағы  xsn  - Тейлор қатарының n -ші дербес қосындысы. 

Осыдан f  функциясы қарастырылатын интервалда ӛзінің Тейлор 

қатарының қосындысына тең болу үшін, яғни  
                                               xfxsn

n



lim   

орындалу үшін, осы интервалдан алынған барлық x -тер үшін  
                                                    0lim 


xrn

n
      

теңдігінің орындалуы қажетті және жеткілікті. Егер ол орындалса, онда (2.23)     

формуласынан Тейлор формуласының  xrn  қалдық мүшесін, сонымен қатар 

(2.24)   Тейлор формуласының қалдық мүшесінің қосындысына тең болатынын 

кӛреміз.  

Енді функцияның дәрежелік қатарға жіктелуінің бір жеткілікті шартын 

кӛрсетейік. 

Теорема 8. f  функциясы және оның кез келген ретті туындылары 

 hxhx  00 ,  интервалында шенелген болсын, яғни барлық   hxhxx  00 ,  және 

барлық ,...2,1,0n  үшін 0M  тұрақтысы табылып 

                                            Mxf n  ,        (2.25)     

теңсіздігі орындалсын. 

Онда  hxhx  00 ,  интервалында f  функциясы Тейлор қатарына 

жіктеледі, яғни 

                         
  

  hxxxx
n

xf
xf

n

n

n






00

0

0 ,
!

,                 (2.26) 

Дәлелдеуі. a  саны қандай болса да, 

                                       0
!

lim 
 n

a n

n
,           (2.27) 

екенін ескереміз. 

Шынымен,  0n  келесі теңсіздік орныдалатындай болсын  

                                                      
2

1

0


n

a
, 

Онда барлық 0nn   үшін 

                                             
2

1


n

a
, 
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сондықтан  

                            
000

2

1

!
...

21!! 000

nnnnn

n

a

n

a

n

a

n

a

n

a

n

a
















 , 

мұндағы теңсіздіктің оң жағы n  нӛлге ұмтылады, осыдан (2.27) теңдігі 

шығады. Бұл теңдік 
!n

a n

 (выражение)ӛрнегі 


1 !n

n

n

a
 жинақталатын қатардың 

жалпы мүшесі болып табылатындығынан шығады. (2.26) формуласын дәлелдеу 

үшін келесіге кӛз жеткізу жеткілікті  

                                      0lim 


xrn
n

,       

мұндағы  xrn  - Тейлор формуласындағы f  функциясының қалдық мүшесі. 

 xrn -ті Лагранж тұрпатында алайық. (2.25) теңсіздіктерінен  

                
  
 

 
 !1!1

1

01

0

1














n

xx
Mxx

n

f
xr

n

n
n

n


, 

шығады, мұндағы hxxx  00 . (2.27) сәйкес 

                                  
 

0
!1

1

0

lim 





 n

xx
n

n

, 

онда hxx  0
 болғанда (2.24) шарты орындалады.  

Теорема дәлелденді. 

Анықтама 2 f  функциясы 0x =0 нүктесінің қандай да бір маңайында 

анықталсын және осы нүктеде  оның кез келген ретті туындылары бар болсын. 

Онда 

                       

   

0

0
,

!

n

n

n

f
x

n





           

қатары f  функциясының 0x =0 нүктесіндегі Маклорен қатары деп аталады.  

           Маклорен қатары Тейлор қатарының дербес түрі болып табылады 

            Кейбір негізгі элементар функциялардың Маклорен қатарына жіктелуін 

қарастырайық. 

  xexf   функциясының қатарға жіктелуі. 

    xn exf   болғандықтан, онда кез келген бекітілген 0h  үшін барлық 

 hhx ,  және барлық ,...2,1,0n  болғанда 

                                             hn exf 0 , 

Осылайша, 8- теореманың шарттары орныдалды  00 x , сондықтан xe  

функциясы Тейлор қатарына кез келген ақырлы интервалда жіктеледі, яғни 

барлық сандар осінде. Бұл жағдайда    10 nf  болғандықтан, онда бұл жіктелу 

келесі түрге келеді 

                                           





0 !n

n
x

n

x
e ,                (2.28) 




0 !n

n

n

z
 қатары барлық кешен жазықтығында абсолютті жинақталатындығын еске 

түсірейік. Барлық xz   үшін оның қосындысы xe  тең екендігіне кӛз жеткіздік. z  
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комплекс болған жағдайда оның қосындысын сәйкесінше ze  деп белгілейді; 

осылайша 

                                      





0 !n

n
z

n

z
e ,       

формуласы  z  комплекстілер үшін ze  функциясының анықтамасы болып 

табылады. 

 shx  және chx  функцияларының қатарға жіктелуі. 

 (2.28)   формуласында x -ті x -ке алмастырып (бұл жай белгілеуді ауыстыру), 

келесіні аламыз 

                                          
 











0

2

!22 k

kxx

k

xee
chx ,                                                                               

                                         
 













0

12

!122 k

kxx

k

xee
shx ,      

Бұл формулалардың оң жақтарында функцияларды дәрежелік қатарларға 

жіктеудің жалғыздығына байланысты chx  және shx  функцияларының Тейлор 

қатарлары тұр. 

 xsin  және xcos  функцияларының қатарға жіктелуі. Эйлер 

формулалары. 

Егер   xxf sin , онда    









2
sin


nxxf n , сондықтан    1xf n  барлық x -

тер үшін орындалады. 8-ші теоремаға сәйкес, xsin  функциясы дәрежелік 

қатарға барлық сандар осінде жіктелетіндігі шығады. Синус үшін Тейлор 

формуласын еске алсақ , xsin  үшін Тейлор қатарын аламыз 

                                     
 
 












0

12

!12

1
sin

k

kk

k

x
x ,      

Сәйкесінше косинус үшін Тейлор қатары  

                                     
 
 








0

2

!2

1
cos

k

kk

k

x
x ,       

дәл солай барлық сан осінде жинақталады. 

 x1ln  функциясының қатарға жіктелуі. 

 x1ln  үшін Тейлор формуласы келесі түрде болады 

                         xr
n

xxx
xx n

n
n


1

32

1...
32

1ln . 

 xrn  қалдық мүшесін Лагранж формуласында жазайық. 

                            
  1

1

1

!
11ln








n

nn

x

n
x , 

ескеріп 

                        
  

10,
11

1
1

1












n

n
n

n
xn

x
xr , 

аламыз.  

                    Егер         10  x ,  онда   1
1

1
0 




x
, 

және сондықтан 
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1

1




n
xrn  

және жеке жағдайда 

                                                0lim 


xrn
n

,           (2.29)  

Егер 01  x , онда  xrn  қалдық мүшесін Коши түрінде жазуға ыңғайлы: 

                                     
 
 

1

1
1

1
1 





 n

n

n
n

n x
x

xr



. 

Бұл жағдайда 

                                  1
1

1

1

1
0 











xx 






 

және 

                                    
xxx 





 1

1

1

1

1

1


, 

сондықтан 
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1

1

1
1

1




, 

01  x  болғанда   (2.29)-ді аламыз. 

Осылайша, 

                                   







1

1
11ln

n

n
n

n

x
x ,          (2.30) 

барлық  1;1x  үшін. 

1x  болғанда  (2.30) теңдігінің оң жағындағы қатар гармоникалық 

қатардан тек -1  кӛбейткішімен ғана ерекшеленеді, сондықтан жинақталмайды. 

1x  болғандағы барлық x -тер жинақталмайды, немесе бұл жағдайда   (2.30) 

қатарының n -ші мүшесі нӛлге ұмтылмайды, сонымен қатар 

                                 
 n

xn

n
lim . 

  

 x1 биномының қатарға жіктелуі. 

                
    n

n

x
n

n
x 








1 !

1...1
11


. 

 

Бақылау сұақтары мен тапсырмалар: 
1   Қандай тізбекті функциялық тізбек деп атайды ? 

2   Қандай қатарды функционалдық қатар деп атайды ?  

3 Нүктеде, жиында жинақталатын функциялық тізбектің (қатардың)   

    анықтамаларын беріңіздер.   

4   Қандай қатар жиында абсолютті жинақты деп аталады ? 

5 Жиында бірқалыпты жинақталатын функциялық тізбектер мен     

    қатарлардың анықтамаларын беріңіздер.   
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6  Функциялық тізбектер мен  қатардың  бірқалыпты жинақталуының 

Коши критериін дәлелдеңіз. 

 7 Функциялық тізбектер мен  қатардың  бірқалыпты жинақталуының               

Вейерштрасса белгісін дәлелдеңіз. 

 8 Функциялық тізбектер мен  қатардың  бірқалыпты жинақталуының              

Дирихле және Абель белгілерін дәлелдеңіз 

9   Қандай қатарды дәрежелік қатар деп атайды? 

10  Қатардың жинақталу радиусының анықтамасын беріңдер. 

11  Қатардың жинақталу облысының анықтамасын беріңдер. 

12  Коши-Адамар формуласын жазыңдар. 

13   Қандай функциялар аналитикалық деп аталады? 

 14 Қандай шарттар орындалғанда дәрежелік қатарды мүшелеп          

дифференциалдауға және интегралдауға болады? 

15   Қандай қатарды Тейлор қатары деп атайды? 

16 Келесі функциялардың Тейлор қатарына жіктелуін жазыңдар: xe ,        

shx , chx , xsin , xcos ,  x1ln ,  x1  
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3 Дифференциалдық теңдеулерді дәрежелік қатарлардың кӛмегімен 

интегралдау 

 

3.1 Коши есебінің туралы теорема 

 

Нормальді түрдегі бірінші ретті теңдеуден бастайық. Коши есебі 

                                     00,, yxyyxf
dx

dy
                                        (3.1) 

түрінде берілген болсын.  

Егер f  функциясы  00 , yx  нүктесінде голоморфты болса, онда (3.1)Коши 

есебі 0x  нүктесінде голоморфты және жалғыз шешімі бар болады. Бұл шешім 

(31) түрінде болады.  

00 , yx  бастапқы берілгендерді  0,0 00  yx  нӛлдік деп санауға болады, 

немесе бұған   00 , yyxx  түрлендірулері арқылы келуге болады. 

Осылайша, (3.1)Коши есебінің орнына  

                                       00,,  yxf
dx

dy
                                              (3.2) 

есебін қарастыруға болады.  

Коши теоремасы Егер f  функциясы (0, 0) нүктесінде голоморфты, яғни  

                        rypxyxayxf nm

nm

mn  




,,,
0,

                                  (3.3) 

жіктелуі орын алады, онда (30) Коши есебінің  

                               ppxxCy k

k

k 




1

1

,                                            (3.4) 

0 нүктесінде голоморфты жалғыз шешімі бар.  

Дәлелдеуі: Теореманың тұжырымы дәлелденеді, егер барлық Сk  

коэффициенттері (жалғыз түрде) табылса және (3.3) қатар берілген 0 нүктесінің 

аймағында жинақталады. Осыған байланысты дәлелдеуді  

2 бӛлікке бӛлеміз.  

І бӛлім ((3.4) формальді (жалғыз) шешімді құру). (3.4) шешімді 

анықталмаған коэффициенттер тәсілімен іздейміз. (3.2) қатарды   

                                       nm

nm

mn yxa
dx

dy






0,

                                               (3.5) 

теңдеуіне қойып,  

                    k

k

k

n

k

k

k

nm

m

mn

k

k

k xdxCxaxkC 



























010,

1

1

                           (3.6) 

аламыз.  

(3.6) теңдігінен тепе-теңдік немесе (3.4) қатар (3.5) дифференциалдық 

теңдеудің шешімі және бірдей х дәрежеде коэффициенттерді теңестіре  

   apaaaCCaaCx

aCaCx

20001102101101

1

001001

0

2

1
2:

1:





 

аламыз. 
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Дәл осылай 1nx  болғанда (3.6)-дегі коэффициенттерді теңестіріп,  

                                         apC kk                                                     (3.7) 

табамыз, мұндағы 2p  - ӛз аргументтері бойынша оң коэффициенттерімен ( 2p -де 

бұл коэффициенттер 
2

1
-ге тең) алынған полином. 

Осылайша (3.4) формальді шешім құрылды. kC  анықтамасының 

жалғыздығынан, егер (3.1) Коши есебінің голоморфты шешімі табылса, онда ол 

жалғыз екені шығады.  

ІІ бӛлім. Ал енді (3.2) қатар 0 нүктесінің кейбір аймағында 

жинақталатындығын дәлелдейік. Ол үшін (3.2) қатарды мажорлайтын, яғни  

                                          ...,2,1 kCC kk
                                             

болатын 

                                                     
1

1

px

px




                                 (3.8)                       

кейбір аймағында жинақталатын оң коэффициентті  

                                                


1k

k

k xC                                                             

дәрежелік қатарын құру жеткілікті. Онда (3.2) қатар дәл сол (3.8) аймақта 

шартты түрде жинақталады.  

(3.2) қатарды құру үшін  

                                   ,00,,  yyxF
dx

dy
                                   (3.9) 

мажорантты Коши есебін қарастырамыз. Мұндағы    yxfyxF ,,   

функциясының кейбір мажорантасы. 

 yxF , -тің орнына Коши мажорантасын аламыз, мұндағы  

,0,0 rrpp   ал М – ( rypx  ,  аймағында (3.1) қатардың 

абсолютті жинақтылығымен жинақталатын) 

                                          Mrpa n

nm

m

mn 


0,

                                   (3.10)                      

қатардың қосындысы.  

F  мажорантасы (3.10)    шығатын  

                                           mnnmmn A
rp

M
a 


                                               

жинақталатын (3.4) дәрежелік қатары Коши бағалауы негізінде құрылады.  

Қатарды x  және y  дәрежелерімен mnA  коэффициенттерімен алғанда  

  rypxyxF

r

y

p

x

M

r

y

p

x
Myx

rp

M
yxA

nm

nm

nm

nm

mn
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шығады. 
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Мажорантты (3.9) Коши есебі келесі түрге келеді: 

                                      00,

11


























 y

r

y

p

x

M

dx

dy
        (3.11)                                         

(3.11) есебіне кіретін дифференциалдық теңдеу (3.10) есептің теңдеуі 

үшін мажорантты теңдеу деп аталады.   

(3.11) мажорантты есебінің жалғыз ғана шешімі бар болады. Соны 

анықтайық. Мажорантты теңдеуді интегралдаймыз. 

                      

C
p

x
pM

r

yr

dx

p

x

M
dy

r

y










































1ln1
2

1

1

2

                                  (3.12) 

  00 y  бастапқы шартты қанағаттандырырып, 
2

r
C


  табамыз. Осы C  

мәнін (3.12)ге қойып және екі жағын 











r

2
-ке кӛбейтеміз.   
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y  қатысты шешеміз.  

                            































p

x

r

pM
ry 1ln

2
11                      (3.13) 

Бұл шешім екі голоморфты функциялардың суперпозициясы сияқты 0 

нүктесінде голоморфты.  


















p

x

r

pM
1ln

2
,1   

Осылайша, (3.13) шешім келесі түрге келтіріледі: 

                                       k

k

k xCy 





1

                                                   (3.14) 

Мұндағы қатар 0 нүктесінің кейбір аймағында жинақталады (голоморфты 

функцияның анықтамасы бойынша). (3.14) қатардың жинақталу облысын 

бағалайық.  

Белгілі Абель теоремасына сәйкес x -тің оң мәндерін зерттеумен шектелу 

жеткілікті. Логарифмдік және биномиалдық қатарлардың жинақталу радиусы 

бірге тең болса, онда х-тің қабылдайтын мәндері  

                                         



























11ln
2

0

p

x

r

pM

px

                   (3.15)         

екі теңсіздіктің жүйесін қанағаттандыру керек. Соңғы теңсіздік 1  

теңсіздігінен шығып отыр  0 . 

(3.15) теңсіздігінің екіншісін шығарсақ. 
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1ln

 

(3.15) теңсіздігінің біріншісі автоматты түрде орындалады. Осылайша (3.14) 

қатар  

                             




















pM

r

eppx 2

1 1                                     (3.16) 

облысында жинақталады.  

Енді (3.14) қатарының барлық коэффициенттері оң және (3.16) шарт орын 

алатындығын кӛрсетеміз.  

Бірақ бұл kC -ны тапқан алгоритм сияқты, яғни kC -ны анықталмаған 

коэффициенттер тәсілімен табуға болады.  

                                                APC kk                                        (3.17) 

мұндағы kP  - (3.15)-тегідей полиномдар, бірақ аргументтері басқа: f  

функциясының жіктелісінің коэффициенттері емес, ал F  мажорантасының 

жіктелісінің коэфффициенттері. (3.16) формуласынан kP  полиномдарының 

коэффициенттерінің оң болатындығына және (3.14) бағалауына сәйкес барлық 

kC  (3.16) бағалауы бойынша орын алады. 

Осылайша (3.14) қатар формальді шешімді мажорлайды.   

 

3.2 Қатар түріне келтірілген сызықтық теңдеудің шешімі 

  

                                   yxfxqyxp
dx

dy
,                             (3.17) 

нормальді түрде жазылған сызықтық теңдеуді қарстырайық. 

Бұл теңдеудің оң жағындағы   yyxf , -ке қатысты сызықтық функция 

бола тұра  
                                            000 : yyyyy   

кез келген нүктесінде y -ке қатысты голоморфты. Сондықтан Коши 

теоремасының шарттары орындалу үшін 0y -ді кез келген деп алып, p  және q -ді 

0x  нүктесінде голоморфты етіп алу жеткілікті. 0,0 00  yx  деп болжаймыз.  

Сонымен  

                                          00,  yxqyxp
dx

dy
                 (3.18) 

Коши есебі тұрғызылған болсын.  

 p  және q  0 нүктесінде голоморфты деп болжаймыз: 
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px

xqxq

xpxp

k

k

k
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k

k






























0

0                            (3.19) 

Тұжырым. (3.18) Коши есебінің 0 нүктесінде голоморфты жалғыз шешімі 

бар болады; сонымен қатар бұл шешімді құратын (3.2) қатары p  және q  

функциялары құратын (3.19) қатары сияқты 

                                            px                              (3.20) 

облысында жинақталады.   

Бұл тұжырымды жалпы жағдайдағыдай дәлелдйміз. Сонымен бірге (3.17) 

теңдеудің сызықтығына байланысты одан да кең облыста анықталған 

мажорантаны алуға болады. Бұл (3.20) облысында (3.4) шешімнің 

жинақтылығы шығады.  

Алдымен анықталмаған коэффициенттер тәсілімен (3.4) формальді 

шешімді құрамыз.  

                          qpPC kk ,                                                                   (3.21) 

(3.14) қатардың жинақтылғын дәлелдеу үшін (3.21) мажорантты Коши есебін 

қолданамыз, мұндағы F  - (3.17) функциясының мажорантасы. F  

мажорантасын құру үшін p   және q  функцияларын  

         pxpxpx

p

x

M
xФ

p

x

M
xФ 









 ,,

11

                  (3.22) 

(мұндағы М - қандай да бір оң сан)  

жалпы мажорантасымен алмастыруға болады.  

 Шынымен,  -дан кіші   оң санын алып 

   k

k

k qMP ,1
 

 




21

0

, MqMP k

k

k

k

k   

Сондықтан 

kkk

M
q

M
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 21 ,  

және   
















 k x

M
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M

x

M
x

M k

k

k

k










1

;

1

2211  

қатарлары (3.17) қатарларды мажорлайды. Сол себепті p  және q  үшін жалпы 

мажорантасы ретінде (40) функцияны алуға болады, мұндағы  21,max MMM   

Сонымен 
                          1,  ухФхФухФyxF  

немесе   
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 xy
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Осылайша мажорантты Коши есебі ретінде  

                            00,1

1






 yy
x

M

dx

dy



 

алуға болады.  

Бұл есепті шығарғаннан кейін 

                       C
x

Mydx
x

M

y

dy

















 





1ln1ln,

1
1

 

                       













x

MyCy 1ln1ln),000(  

Осыдан 
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M

x
y 11  

Алынған шешім 0 нүктесінде голоморфты: 

                                  




xxCy
k

k

k ,
1

                              (3.23) 

Коши теоремасындағы жалпы жағдайдағыдай (3.21) қолдансақ. 

                               ...,2,1,0  kCCC kkk
 

Сонымен (3.23) қатар (3.2) формальді қатарды мажорлайды, осыдан (3.2) 

қатар x  облысында жинақталады. Бірақ -та  -ға мейлінше жақын етіп 

алуға болады. Сондықтан (3.2) қатар (3.20) барлық интервалында Коши 

есебінің шешімін құрайды. Тұжырым дәлелденді.  

Тәжірибеде сызықтық теңдеу үшін Коши есебінің голоморфты шешімін 

құру мүмкіндігі p  және q  функцияларының аналитикалық қасиеті мен 

аналитикалық құрылымына байланысты. Егер жеке жағдайда бұл функциялар 

полиномды болса, онда 0y  ғана емес, сонымен қатар 0x -ді де қалағанымызша 

алуға болады, ал шешім болатын  

                                k
k

k xxCyy 0

1

0  




                                             (3.24) 

қатары x -тің барлық мәндерінде жинақталады. p  және q  
 
 xQ

xP
 

полиномдарының қатынасы болған жағдайда, 0x -ді бӛлімнің нӛлі болмайтын 

( 0x -дің тек қана осындай таңдауында 0y -дің орнына кез келген санды лауға 

болады) кез келген санды алуға болады; сонымен қатар (3.24) қатардың 

жинақталу радиусы 0x -ден ең жақын бӛлімдегі нӛлдерге (комплекстілерді қоса) 
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дейінгі арақашықтыққа тең. Егер p  және q  - кез келген бүтін функциялар 

(полином болу міндетті емес) болса, онда 0x  мен 0y  - кез келген және (3.24) 

қатар x -тің барлық мәндерінде жинақталады.  

Белгіленген 0x  мен 0y -ді таңдауда және (3.24) қатардың жинақталу 

облысына қатысты сызықтық теңдеулердің екі артықшылығы жалпы теорияны 

құруды жеңілдететін теориялық және қолданбалы мағынасы бар. Сызықтық 

емес теңдеулердің мұндай қасиеттері жоқ. 

Дәлелденген Коши теоремасы және оның жағдайы дифференциалдық 

теңдеулердің нормальді жүйесі үшін де қолданылады. 

(3.8) Коши есебі құрылған болсын. 
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Барлық     00

10 ......,, nm yyxf  нүктесінде голоморфты болсын; онда 0x  

нүктесінде голоморфты болатын (3.8) Коши есебінің жалғыз шешімі табылады.  

Коши есебінің сызықтық жүйесі  
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0 mm
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yxy

fyxP
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  ),...,2,1( nm   

шешімін құрайтын Коши есебі  xPml  және  xfm  қатарлары жинақталатын 

облыста жинақталады.  

Жоғарғы ретті теңдеулер (және осындай теңдеулер жүйесі) үшін де Коши 

есебінің бар болатындығы және голоморфты шешімнің жалғыздығы туралы 

Коши теоремасы орын алады.  

Нормальді түрдегі n -ші реті теңдеулер үшін Коши есебін қарастырайық.  
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                                 (3.25) 

          Егер f  функциясы   1

0000 ,...,,,  nyyyx  нүктесінде голоморфты болса, онда  

Коши есебінің 0x  нүктесінде голоморфты жалғыз шешімі бар болады.  

Сызықтық n-ші ретті теңдеу үшін 
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                        (3.26) 

Коши есебі nPP ,...,1  және f функциялары 0x  нүктесінде голоморфты, ал 
 1

000 ,...,,  nyyy  - кез келген сандар шарттарымен берілген Коши есебінің 0x  

нүктесінде голоморфты шешімі табылады, ал осы шешімді құратын  
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қатар nPP ,...,1  және f функциялары құрайтын қатар жинақталатын облыста 

жинақталады.  
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Бұл тұжырым Коши есебі сызықтық болатын сәйкес нормальды жүйесі 

үшін Коши есебінің теңдігімен шығады.  
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                     (3.27) 

Бұл (сызықтық) жүйенің барлық коэффициенттері және f функциясы 0x  

нүктесінде голоморфты. Ал онда (3.15) Коши есебіінң ізделінді функциясының 

қандай да бастапқы мәндерін алмасақ та 0x  нүктесінде голоморфты болатын 

nyy ,...,1  жалғыз шешімі табылады. Сонымен қатар yy 1  бар болады. Бұл 

шешім (3.15) қатар түрінде келтіріледі.  

 

  

3.3 Біртекті екінші ретті сызықтық теңдеуді дәрежелік қатарлардың 

кӛмегімен шешу. 

 

                                    0 yxqyxpy                                (3.28) 

біртекті 2-ші ретті сызықтық теңдеуді қарастырайық.  

p және q коэффициентері қандай да 0x  нүктесінде голоморфты деп 

болжаймыз, онда  xp  және  xq  коэффициенттері осы нүкте аймағында қандай 

да  0xx  облысында жинақталатын 0xx   дәрежесімен алынған қатарлар 

түрінде келтіріледі. Сол себепті Коши теоремасын пайдаланып осы нүктеде 

голоморфты фундаменталды шешімдер жүйесін құруға болады, яғни 

голоморфты шешімдерден тұратын – сызықтық кеңістіктер шешімінің 

голоморфты базисін.  

Сонымен, (3.28) теңдеудің коэффициенттерінің голоморфтылығына 

қатысты соңғысын дәрежелік қатарлар арқылы интегралдай аламыз.  

Осының бір мысалын қарастырайық.  
                                      0 yy  

теңдеуін дәрежелік қатарлар арқылы интегралдаңдар.  

Алдымен 0 нүктесінде нормаланған  21 , yy  голоморфты базисін құрамыз. 

Бұл нүкте ( Rx  кез келген нүкте сияқты) у-тің мәніндегі коэффициентердің 

голоморфтылығының нүктесі. Коши теоремасы сызықтық теңдеулер үшін бұл 

базистің бар болатындығын және жалғыздығына кепілдік береді; 1y  және 2y  

функцияларын құратын қатарлар бүтін функциялар ретінде барлық х-тердің 

мәндерінде жинақталады. Бізге тек 1y  және 2y  құру қалады.  

1y -ді келесі түрде құрамыз.  

                                         





2

1

1 1
k

k

k xCy  
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kC -ны 1y  функциясы үшін Тейлор коэффициенттері сияқты тізбектелген 

дифференциалдау тәсілімен іздейміз. 

                                     
  

 2
!

01  k
k

y
C

k

k  

Осылайша   01

ky  іздеуге келеміз.  

                                       11 yy                                           (3.29) 

тепе-теңдігінен  
                           101000 1111  yyyy  

табамыз. (3.29)-ті дифференциалдаймыз. 
                                   11 yy   

Осыдан  
                              000000 1111  yyyy  

                              10100 4

11

4

11

4

1  yyyyy  

Сондықтан  
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Дәл осылай  
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Пайымдағанымыз бойынша 21, yy  қатарлары барлық х-тің мәндерінде 

жинақталады, ал олардың қосындысы xcos  және xsin  - бүтін функциялар.  

xcos  және xsin  функциялары 0 нүктесінде нормаланған голоморфты 

базисті құрайтындығына тексеру арқылы оңай кӛз жеткізуге болады.  

Табылған голоморфты базисті пайдаланып 

                              yyx ,,                      (3.30) 

облысында  
                                  xCxCy sincos 21   

жалпы шешімін аламыз.  

Қарастырылған дифференциалдық теңдеулерді интегралдау әдісі Коши 

теоремасына сүйеніп дифференциалдық теңдеулер жүйесіне де қолданылады. 

Бұл әдісті біртекті сызықтық теңдеулер жүйесіне қолдану ыңғайлы. Ол үшін 

біртекті сызықтық теңдеулердегідей жүйенің коэффициенттерінің 

голоморфтылығының қандай да бір нүктесінде голоморфты шешімдерінің 

фундаменталды жүйесін құру жеткілікті.    

 

3.4 Полиномды және рационал коэффициентті дифференциалдық 

теңдеулерді қатарлар кӛмегімен шешу 

 

Дифференциалдық теңдеулердің шешімі квадратураларда 

анықталатындығы ӛте сирек кездеседі.  

                           xfyxpyxpy  21                                              (3.31) 

теңдеуін қарастырамыз. 
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Мұндағы      xfxpxp ,, 21  функциялары r жинақталу радиусымен (яғни 

rxx  0
 жинақталатын) 0x  нүктесі аймағында дәрежелік қатарларға жіктеледі:  

          ,...
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k xxaxxaxxaaxp                     (3.32)                              
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k

k

k xxbxxbxxbbxf                         (3.34) 

0x  нүктесін (3.31) теңдеуінің қарапайым нүктесі деп атайды. Жеке 

жағдайда, егер   00 xa  шарты орындалғанда (3.31) теңдеуін  xa0  бӛлгенде 

орын алады. Олай болса 

                              
 
 

 
 
 xa
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2
2

0

1
1 ,   

Коэффициенттері рационал функциялар болып табылады және жинақталу 

радиусы 0x -ден  xa0  полиномының ең жақын нӛліне дейін болатын дәрежелік 

қатарларға жіктеледі.  

Теорема. 0x нүктесінде аналитикалық коэффициенттерімен берілген (61) 

теңдеуі үшін Коши есебінің (3.32)-(3.34) қатарларының жинақталу радиусы 

сияқты 

                                              k

k

k xxCxy 0

0






 

дәрежелік қатары түрінде келтірілетін  
                                         ,, 1000 CxyCxy   

кез келген бастапқы шарттарымен берілген шешімі бар болады. 

Дәлелдеуі: 

Қарапайымдылық үшін 00 x  деп алып және шешімді келесі қатар 

түрінде іздейміз. 
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                      (3.35) 

         Дифференциалдаймыз. 
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                      (3.36 б) 

(3.36а)  және (3.36б) ӛрнектеріне (3.33) және (3.35)) қатарларын 

кӛбейтеміз.  
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(3.1) теңдеуіне қойғаннан кейін келесі теңдікке келеміз. 

                         .12
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212 








 
k

k

k

k

k

kkk xbxddCkk  

2k  болған жағдайда kC  коэффициенттерін анықтау үшін kx  

коэффициенттерін салыстыру келесі арқылы келесі қатынастарды аламыз: 
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,23

,12

212

121113

020102

kkkk bddCkk

bddC

bddC

                           (3.37) 

kd1  және kd2  сандары 110 ,...,, kCCC  коэффициенттері арқылы ӛрнектеледі. 0C  

және 1C  коэффициенттері  

                          ., 101000 cxyCcxyC                    (3.38) 

алғашқы шарттарынан анықталады. 

Содан кейін (3.37) жүйесінің бірінші теңдеуінен 2C , екіншісінен - 3C  және 

т.с.с. анықталады.  

Бізге оң жақ бӛлігі нӛлдік, оның құрамындағы  xa0  кӛпмүшеліктің екінші 

реттен жоғары емес түбірлері болады, егер 0x  - екінші ретті түбір: 

                               0, 0

2

00  xxxxxa                                        (3.39) 

болса, онда   001 xa . Кӛрсетілген шарттар бойынша (3.36 а) теңдеуін 0x  

нүктесінің маңайында келесі түрде кӛшіруге болады.  

                           0210

2

0  yxhyxhxxyxx                   (3.40) 

мұндағы    xhxh 21 ,  - рационал функциялар. 0x  нүктесінде аналитикалық (яғни 

0x  нүктесінің кейбір аймағында жинақталатын дәрежелік қатарларға 

жіктелетін)    xhxh 21 ,  функцияларымен берілген (3.40) түріндегі жалпы 

теңдеуін қарастырайық. 

Анықтама. Екінші ретті дифференциалдық теңдеу (3.40) түрі жазылатын 

болсын, мұндағы  xh1  және  xh2  функциялары 0x  нүктесінің кейбір аймағында 

жинақталатын 

                              k

k

k

k

k

k xxbxhxxaxh 0

0

20

0

1 ,  








 

дәрежелік қатарларына жіктеледі. Онда 0x  нүктесі (3.40) теңдеуінің әлсіз 

сингулярлы нүктесі деп аталады, егер 100 ,, bba  коэффициентерінің ең 

болмағанда біреуі нӛлден ӛзгеше болса.  

Келесі теорема (3.40) теңдеуінің әлсіз сингулярлы нүкте маңайында 

жалпыланған дәрежелік қатар түріндегі шешімін береді. Алда ол арнайы 

түрдегі    xhxh 21 ,  рационал функциялар жағдайында қолданылады.  

Теорема. 0x  нүктесінде әлсіз сингулярлығымен берілген    xhxh 21 ,  

коэффициентері rxx  0  болғанда 
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қатарлары түрінде келтірілетін  

                          0210

2

0  yxhyxhxxyxx                      (3.41) 

теңдеуінің  

                         





0

000 0,
k

k

k CxxCxxxy
                     (3.42) 

жалпыланған дәрежелік қатар түріндегі шешімі бар болады, мұндағы   - 

  01 00  ba   анықтаушы теңдеудің «үлкен» түбірі (3.42) дәрежелік 

қатары rxx  0
 болғанда жинақталады.  

Түсініктеме. Егер 21 ,  - анықтаушы теңдеудің түбірлері болса, онда  -

ның орнына     0Re,0Re 21    орындалғандағы түбір алынады. Заттық 

және әр түрлі түбірлер жағдайында, бұл    - ең үлкен түбір дегенді білдіреді. 

Келесі материалды қабылдауда кедергі болмайтындай  түбірлерін заттық деп 

санап және  0xx   дәрежесін   бүтін болмаған жағдайда келесі түрде түсіну 

керек: 

                         
 













болгандаxxexx

болгандаxxxx
xx

i 0,
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00
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Дәлелдеуі. Жалпылықты бұзбай 00 x  деп санаймыз. (3.42)-ті (3.41) 

теңдеуіне қойып және соңғысында  xh1  пен  xh 2  коэффициенттерін сәйкес 

қатарлармен алмастырамыз 
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                                                                                                                 (3.43) 

kC  сандарын анықтау үшін kx -ғы коэффициенттерді нӛлге теңестіру 

керек. 0k  болған жағдайда  
                      011 000000000   QCbaCCbCaC  

Егер 00 C  болса, онда тривиалды шешім шығатындығына оңай кӛз 

жеткізуге болады. Сондықтан 00 C  (нақтылық үшін 10 C  деп аламыз).  -ны 

келесі арақатынас арқылы анықтайық. 

                                   01 00  baQ                       (3.44) 

(3.44) теңдеуін анықтаушы теңдеу деп атайық. 1  және 2  - (3.44) 

теңдеудің түбірлері болсын. Егер 21    айырымы бүтін сан болмаса,   кез 

келген түбір, керісінше жағдайда    21 Re,Re    екі саны теріс болмайтын 

түбір (онда k  кез келген 1k  болғанда алып тасталған түбірмен сәйкес 

келемейді, осыдан   0 kQ  ). Ондай таңдау коэффициенттерді табу үшін 

(3.43) теңдігінен туындайтын теңдеулердің құрылымымен анықталады: 
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     (3.45) 

1, kCk  коэффициенті ретінде  -ны таңдаған кезде нӛлге айналмайтын                        

                               001 bkakkkQ     

шамасы тұр.  
                                 kkk QCCQ 10 ,...,   
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jjkjk

kkkkk

Cbaj

CbaCbakCbakQ





       (3.46)          

сызықтық тұрпаты. 

Осылайша, (3.45) жүйесінен бірте-бірте коэффициенттер анықталады: 

                             
 

1, 


 k
kQ

Q
C k

k


                            (3.47) 

алынған 


0k

k

k xC  қатарының жинақтылығын дәлелдейік. Алдымен                                 

                       

      

   

         2121

000

00

2

121

1













kkkkQ

akkba

bakkkkQ

       (3.48)        

ескерсек.   0( Q  және  )1021  a . 




0k

k

k xp  мажорантты қатарын құрайық. 
21  k  болғанда 

kk Cp  болсын. 
21  k  болғанда  

                                            
 kQ

Q
C

k

k





 

теңдігіне сүйенеміз және (3.48) пайдаланамыз.  

                                       21   kkkQ  

Жоғарыдағы теоремадағыдай, r  болғанда n

n

n

n MbMa    ,  

шығатындай 0M  табылады. (76) формуласын пайдаланып  

                 ]1...1[
0

2

21

k

kk

k
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k

C
kMQ








 

  

аламыз.   

Егер 21    болғанда           

            ]1...1[ 0

2

21

21 k

kk

k

pp
k

p
kMpkk








   ,      (3.49)            
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онда осы қатынаспен анықталған kp  сандары үшін 
kk Cp   аламыз. Осыдан 

(3.49) теңдеуінен  

                     ,11 112121   kkk

k pkMpkkpk   

бұдан  

k

k

p

p
k 1 . Бұл x  болғанда 



0k

k

k xp  мажорантты қатары 

жинақталады, сонымен бірге x  болғанда 


0k

k

k xC  келтірілген қатары 

жинақталады.  -ны r-ге керегімізше жақын етіп алуға болады, осымен rx   

болғанда 


0k

k

k xC  қатарының жинақтылығы дәлелденеді.  

Теорема дәлелденді.  

Теоремаға қосымша. Егер (3.44) анықтаушы теңдеуінің түбірлерінің 1   

айырымы бүтін сан болмаса, онда анықталмаған коэффициенттер әдісімен 

(3.41) теңдеуінің екі шешімі шығады: 
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                               (3.50) 

мұндағы kiC  коэффициенттері 1k  болғанда (3.45) жүйесімен ( 1   болғанда 

1,1 0201  CC ) анықталады. Жазылған қатарлар rxx  0
 болғанда 

жинақталады,    xyxy 21 ,  функциялары сызықтық тәуелсіз.  

Егер n 21  , мұндағы  n - оң бүтін сан, онда y(x) шешімінен 

сызықтық тәуелсіз, (3.42) формуласынан шығатын (3.41) теңдеуінің z(x) шешімі 

келесі түрде болады: 

                     ,0,ln
0

0000  






k

k

k

n
xxxxxxxAyxz 

         (3.51) 

мұндағы А және k  тұрақтыларын анықталмаған коэффициенттер әдісімен 

табуға болады.  

Дәлелдеуі.    xyxy 21 ,  функцияларының сызықтық тәуелсіздігі анық 

(олардың комбинациясы нӛлге тең бола алмайды, себебі 0xx   болғанда олар 

әр түрлі). 

Екінші тұжырымды (мұндағы (3.44) теңдеуінің түбірлері   арқылы 

белгіленген, n ) дәлелдеу үшін Остроградский-Лиувилль формуласын 

қолданамыз. y(x), z(x) шешімдер жүйесінің W(x) Вронский анықтауышы үшін 

( 00 x болғанда) 
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яғни (C=1 деп аламыз)         xa
x

k

a

a
exexxW k

kk

010 










  

. 




1k

kk x
k

a
 қатары rx   болғанда жинақталатын қатарын интегралдаудан шықты, 

ол rx  да жинақталады. Жинақталатын қатарды кӛбейту орынды болса, онда  

                                         





1

)(
k

nkkn x
k

a
x  

 функциясы rx   болғанда жинақталатын  

                                           





1k

kn

k

n xax     

(қатарларды тізбектей кӛбейту  арқылы алуға болады). 

Бұдан                         






0

.,
!n

n
n rx

n

x
e

                                              (3.52) 

теңдігі айқын.  

        xn -тің орнына (3.52) ӛрнегін қойып және қосудың ретін ауыстырып 

(қарастырып жатқан қатарлардың абсолютті жинақтылығымен сипатталады), 

W(x) үшін rx   болғанда   10

0  eA  коэффициентімен алынған жинақталатын 

қатар түріндегі  
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a
xAxxW  

ӛрнегін аламыз. Осыдан Остроградский-Лиувилль формуласы бойынша  
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шаршы жақшалдағы қатынас 00 x  нүктесінің маңайында жинақталатын 




0k

k

k t  қатарымен анықталады, мұндағы 1(1 00  C  және )10 A . Бұдан басқа 

 n   түбірлерінің қосындысы  01 a -ге тең, яғни 12 0  na . Осыдан  
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(қосындыдағы штрих k=n-мен алынған мүше онда жоқ дегенді білдіреді, 

константаны алда нӛл деп санаймыз). 

                                                  k

k

k
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n xxxxyxz 
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0k

k

k x  қатары     ,,
00
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kk

k

k x
nk

xC 






 


 

қатарларын кӛбейткеннен шықты және ол осы қатарлардың жинақталу 

интервалының қиылысында жинақталады (яғни 00 x  нүктесінің қандай да бір 

аймағында). 
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 n=0 болғанда, яғни анықтаушы теңдеудің түбірлері сәйкес болғанда, 10   

ескеріп, (3.51)-тегі келесіні аламыз: 

                                                     





0

ln
k

k

k xxxxyxz                                  

n>0 болғанда (3.51)-тегі 0  коэффициенті нӛлден ӛзгеше: nC  ,1000   

коэффициенті кейде нӛлге тең болуы мүмкін. 

 

3.4  Бессель теңдеуінің дәрежелік қатар түріндегі шешімі 

 

                            0 yxqyxpy                                                (3.55) 

теңдеуінің коэффициенттері 0xx   нүктесінің  0xx  аймағында голоморфты 

болса, онда Коши теоремасы бойынша 0xx   нүктесінің дәл сол аймағында 

голоморфты болатын жалғыз шешімі табылады және ол келесі алғашқы 

шарттарды қанағаттандырады: 000 , xxyyyy   болғанда,  мұндағы 0y  

және 0y  -ті ерікті түрде алуға болады. Бұл шешімді  0xx  облысында 

жинақталатын келесі дірежелік қатар түрінде келтіруге болады: 

                         





2

0000

k

k

k xxCxxyyy                                     (3.56) 

Әдетте 0xx   нүктесінде нормаланған голоморфты фундаменталды 

шешімдердің жүйесін құрады.  
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Онда  2211 yCyCy    формуласы  yyxx ,,0   облысында 

(3.55) теңдеудің голоморфты жалпы шешімін береді.  

Егер (3.55) теңдеудің коэффициенттері 0xx   нүктесі аймағының ешбір 

аймағында голоморфты болмаса, онда 0xx   нүктесі осы теңдеудің ерекше 

нүктесі деп аталады. Жалпы жағдайда 0xx   ерекше нүктесі аймағында 

голоморфты шешімдердің табылатындығын айта алмаймыз. Бірақ кӛп жағдайда 

0xx   ерекше нүктесі аймағында  

                           ,00

0

00  




CxxCxxy
k

k

k

  

 0xx   дәрежесімен алынған жинақталатын дәрежелік қатардың  0xx  -ға 

кӛбейтіндісінен тұратын жалпыланған дәрежелік қатар түріндегі шешімді 

табуға болады. Егер   - оң бүтін сан немесе нӛл болса, онда (3.56) 

жалпыланған дәрежелік қатар кәдімгі дәрежелік қатарға айналады және біз 

0xx   нүктесі аймағында голоморфты шешімді аламыз.  
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Дифференциалдық теңдеулердің аналитикалық теориясында (3.56) 

жалпыланған дәрежелік қатар түрінде ең болмағанда бір дербес шешім 

табылатындығына кепілдік беретін келесі теорема дәлелденеді. 

Теорема. Егер  
                                    0 yxqyxpy  

(3.55) теңдеуде  xp  және  xq  коэффициенттері бӛлшектің алымындағы 

қатарлар Rxx  0
 облысында жинақталады, сонымен қатар 00 , qp  және 1q  бір 

мезгілде нӛлге тең болмайтын  
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                          (3.57) 

түрінде келтірілетін болса, онда (3.55) теңдіктің (3.56) жалпыланған дәрежелік 

қатар түрінде келтірілетін ең болмағанда бір шешімі бар болады (мұндағы 

қатар (3.57) жіктелудегі қатарлар сияқты Rxx  0
 облысында жинақталады). 

 Оның аймағында  xp  және  xq  коэффициентері (3.57) түріне 

келтірілетін 0xx   ерекше нүктесі дифференциалдық теңдеулердің 

аналитикалық теориясында регулярлы ерекше нүктесі деп аталады.  

  саны табылатын  

                               ,01 00  qp                                             (3.58) 

теңдеуі 0xx   ерекше нүктесінде анықтаушы теңдеу деп аталады, ал  kC  

коэффициенттері анықталмаған коэффициенттер тәсілімен табылады.  

Егер (3.58) анықтаушы теңдеудің 1  және 2  түбірлері әр түрлі және 

олардың айырымы оң бүтін санға тең болмаса, онда (3.58) түріндегі екі 

сызықтық тәуелсіз дербес шешім табылады. Керісінше жағдайда  

                                      
 

,
2

1

12 dx
y

e
yy

dxxp








 

формуласымен анықталатын екінші дербес шешім  

                                    011 ln xxy                                                      (3.59) 

түріндегі қосылғыштан тұра алады.  

Еселі түбірлер жағдайында екінші дербес шешім (3.59) түріндегі 

қосылғыштан тұрады. 

(3.55) түрдегі теңдеудің қарапайым мысалы ретінде  

                            021

2  yayxayx                                                 (3.60) 

Эйлер теңдеуі бола алады. 

                           0222  ynxyxyx  

Бессель теңдеуін қарастырайық, мұндағы n - тұрақты теріс емес сан, x=0 - 

тұрақты ерекше нүкте (неліктен?). Осы ерекше нүкте аймағында екі сызықтық 

тәуелсіз дербес шешімдерін құрайық. 

                                      022  np                                                     (3.61) 



55 

 

теңдеуі x=0 ерекше нүктедегі анықтаушы теңдеу болады (неліктен?). 

npnp  21 ,  - оның түбірлері.  np 1  түбіріне сәйкес келетін шешім 

 12

1
0




nГ
C

n
 арнайы мәнін таңдағанда келесі түрге келеді: 
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  , 

мұндағы қатар х-тің барлық мәнінде жинақталады (неліктен).  xJ n  функциясы 

n-ші ретті бірінші текті Бессель функциясы деп аталады.  

Жеке жағдайда, бірінші текті Бессель функциясы, яғни n=0 болғандағы 

Бессель теңдеуінің 1-ші реттті дербес шешімі:  

                                        0 xyyyx                                           (3.62) 

келесі түрге ие болады: 
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Егер n нӛлге тең болмаса және оң бүтін сан болмаса, онда (3.61) 

анықтаушы теңдеудің түбірлерінің 2n-ге тең айырымы нӛлден үлкен оң сан 

болуы мүмкін, ал Бессель теңдеуінің екінші дербес шешімінде lnx болмайды. 

Ол келесі түрде болады: 
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  . 

 xJ n  функциясы  xJ n  функциясына қарағанда x=0 ерекше нүктесінде 

ақырсыз: ол x=0-де шексіздікке ұмтылады.  

 xJy n1  және  xJy n2  дербес шешімдері сызықтық тәуелсіз. 

Сондықтан қарастырылып отырған жағдайда Бессель теңдеуінің жалпы шешімі:  

                         xJCxJCy nn  21    (n - бүтін емес) 

n оң бүтін сан болғанда екінші дербес шешім ретінде  
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мұндағы С=0,5772157... – Эйлер тұрақтысы, ал 





1

0
1

v v
 алуға болады. 

Бұл функция екінші текті n-ші ретті Бессель функциясы деп аталады. 

 xYn  функциясы x=0 ерекше нүктесінде теңсіздікке ұмтылатындығы айқын.  

Кейде екінші дербес шешім ретінде  xYn


1
 функциясын қарастырған 

ыңғайлы. Бұл функция n-ші ретті Вебер функциясы деп аталады.    

n оң бүтін сан болған жағдайда Бессель теңдеуінің жалпы шешімі 
                                                      xJCxJCy nn  21    

түріне ие болады.  
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n=0 болғанда, яғни (3.62) түріндегі Бессель теңдеуі үшін, екінші дербес 

шешім ретінде  

                             
 

 
.

1

2
ln

2!

1
2

0 1

2

20  


























k v

kk

v
C

xx

k
xY  

алуға болады.   

 xY0  функциясы x=0 ерекше нүктесінде шексіздікке ұмтылатындығы 

айқын. Кейде  xY0 -тің орнына  xY0

1


 функциясын алады. Бұл функция нӛлінші 

ретті Вебер функциясы деп аталады.  

n=0 болғанда Бессель теңдеуінің жалпы шешімі  
                                        xYCxJCy n201   

Жалпы Бессель функциялары қарапайым функциялар емес. Бірақ  xJ k

2

12   

және  xJ k

2

12 


 қарапайым функциялар арқылы ӛрнектелетіндігін дәлелдеуге 

болады. Жеке жағдайда  

                            .cos
2

,sin
2

2

1

2

1 x
x

xJx
x

xJ





 

 

Бақылау сұрақтары мен тапсырмалар: 

 

1 Коши есебінің табылатындығы теореманы дәлелдеңіз. 

2 Голоморфты шешімнің жалғыздығы туралы теореманы  дәлелдеңіз  

3 Қатар түріне келтірілген сызықтық теңдеудің шешімі қалай табылады?     

4 Сызықтық теңдеу дәрежелік қатардың кӛмегімен қалай шешіледі?. 

5 Дифференциалдық теңдеулердің шешімі квадратурада қалай анықталады? 

6 Бессель функциясының дәрежелік қатарға жіктелуін кӛрсетіңіз.   

7 Қатардың  бір қалыпты жинақтылық  шартын кӛрсетіңіз.   

8 Вейерштрасс теоремасын дәрежелі қатарға қалай қолданады? 

9 Аналитикалық  функцияның дәрежелік қатарға жіктелуін кӛрсетіңіз.   
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4 Аналитикалық  функциялардың  бірқалыпты жинақты қатарлары 

 

4.1 Қатардың  бір қалыпты жинақтылық  шарты   
   

 Кейбір G облысында барлық мүшелері аналитикалық болатын шектеусіз   

                              ...,...21  zfzfzf n                                              (4.1) 

қатарын алалық. (4.1) қатар G облысының әрбір  z нүктесінде жинақты болды 

деп жориық және оның қосындысы   zf  арқылы белгілейік.  

Осындай шарт G облысында немесе ең болмағанда G   облысында тұтас 

жататын кез келген тұйық 


G  облысындағы (4.1)қатардың  бір қалыпты 

жинақтылық  шарты болып табылады. Бұл екі бӛлімінен тұратын Вейерштрасс 

теоремасымен анықталады. 

Сонымен,  (4.1)қатарды G облысында тұтас жататын кез келген тұйық 


G  

облысында бір қалыпты жинақты болады деп жорып, дәлелдейік , біріншіден , 

(4.1) қатарды G облысында аналитикалық  zf  функцияны кескіндейтін , 

екіншіден, (4.1) қатардағы  қалған сан рет дифференциалданғаннан кейін  осы 

сияқты G облысында іштей жататын кез келген тұйық 


G  облысында бір 

қалыпты жинақты болатын жаңа қатардың алынатын және  zf  функциянының 

сәйкес туындысын  беретін немесе , қысқаша айтқанда : (4.1) қатарды мүшелеп 

сан рет дифференциалдауға болатынын дәлелдейік: 

 Ескерту: Нақты сандар облысында мұнда жай теорема жоқ, ӛйткені 

нақты айнымалы  функциялардың  бір қалыпты жинақты қатарын, жалпы 

айтқанда, мүшелеп дифференциалдауға  болмайтыны белгілі 

 

                                       
                                     1 сурет- G облысы 

 

Теореманың бірінші бӛлігін дәлелдеу үшін, (4.1) қатардың бір қалыпты 

жинақтылығынан оның f(z) қосындысы G облысында іштей жататын кез келген 

тұйық 


G облысындағы үздіксіз функция, ендеше, G облысының барлық 

жерінде үздіксіз функция екенін кӛреміз. Бізге f(z) функциясының G 

облысының кез келген 0z  нүктесінде шектеулі туындысы болтындығын 

дәлелдеу жеткілікті. 0z  нүктесін тұйық үзінді тегіс С контурымен қоршайық. 

Оның барлық ішкі нүктелері сол контурдың ӛзінің нүктесімен бірге G 
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облысында жататын болсын (1 сурет). Берілген (4.1) қатар шарт бойынша С 

контурында бір қалыпты жинақты болады.    арқылы С контурының кез 

келген нүктесін, ал z арқылы С-ның ішіндегі кез келген нүктесін белгілеп, (4.1) 

қатардың барлық мүшесін  - z-ке бӛлеміз Осылай алынған 
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)()( 21

z
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z

f

z

f

z

f n










 














                                 (4.2) 

қатары С-да жататын барлық   нүктелер үшін бір қалыпты жинақты болады. 

Мұндай қатарды мүмкіндігінше С сызығының бойымен мүшелеп интегралдауға 

болады. 

Интегралды С бойымен жүргізе отырып, нәтижесінде алынған қатардың 

барлық мүшесін 2 i -ге бӛлсек, мынаны аламыз: 

                                           

         
   

,
2

1
...

2

1)(

2

1)(

2

1 21

z

df

iz

df

iz

df

iz

df

i

n

CCC









  
















               (4.3) 

     fn(z) функциясы С-ның ішіндегі барлық жеде, С контурының ӛзіндегі 

нүктені қосып есептегенде, шарт бойынша аналитикалық болғандықтан, Коши 

формуласын пайдаланып, (4.3) қатарды тӛмендегі түрде жазамыз: 

                          ,...
)(

2

1
21 zfzfzf

z

df

i
n

C


 




                                 (4.3

/
) 

 (4.3
/
) қатардың оң жақ бӛлігінде қосындысы f(z)-ке тең  берілген (4.1)   

қатар тұр, демек, былай жазамыз: 

                                  ,
)(

2

1

z

df

i
zf

C
 




                                                   (4.3

//
)  

f(z) функциясы С контурына іштей, барлық z нүктелері үшін Коши типті 

интегралымен (4.3
//
) кескінделетіндіктен, осы барлық z нүктелерінде оның 

шектеулі туындысы болады.Дербес жағдайда,  f(z)  функциясының 0zz   

нүктесінде шектеулі туындысы болуы керек. 0z  нүктесі  деп G облысының кез 

келген нүктесін түсінетіндіктен де  f(z)  функциясын G облысында  

аналитикалық функция деп қорытамыз . Осымен Вейерштрасс теоремасының 

бірінші бӛлімі дәлелденді.  

Осы қорытындыға басқаша жолмен , Морера теоремасын  пайдаланып та 

келуге болады. Шынында да , біріншіден, f(z)  функциясының  G облысында  

үздіксіз  екенін кӛрдік , екіншіден, (4.1) қатардың  С контурында  бір қалыпты 

жинақты болатындығынан , оны С  сызығының  бойымен мүшелеп 

интегралдауға болады: 

                         
CС

fdf  1    ...2

C

f   
C

nf ,                                (4.4) 

 Бұл жерде С  деп 0z   нүктесінің кейбір маңайында жататын кез келген 

үзінді  тегіс  сызық деп түсіну жеткілікті, fn(z)  функциясы  С –ның ішінің 

барлық жерінде, С контурының ӛзінің нүктесін қосқанда аналитикалық 

функция болғандықтан, Кошидің негізгі теоремасы бойынша 
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                                            ,,...3,2,10  ndf
С

  

демек, (4.4) теңдіктен мынаны аламыз : 

                                                                0  df
С

, 

     Сонымен , (4.1) қатар G облысында  үздіксіз функция , ол функция  

үшін:   0  df
С

 болады; интеграл кей 0z  нүктесінің С маңайында жататын кез 

келеген тұйық С контурының бойымен алынады. Морера  теоремасының  

әсерінен f(z)  функциясы кӛрсетілген  0z  нүктесінің маңайында аналитикалық 

болуы тиіс . 0z  деп G облысының кез келген нүктесі екенін тағы да еске 

түсірсек, бұдан біздің ұйғарымымыздың дұрыстығын білеміз. 

Енді теореманың екінші бӛлігін дәлелдеуге ӛтейік . G облысының  0z  

нүктесін, барлық ішкі нүктелері және С контурының  ӛз нүктелері G облысында 

жататындай , үзінді тегіс С контурымен қоршаймыз.   арқылы С контурының 

кез келген нүктесін , ал z  арқылы С-ның ішіндегі кез келген нүктесін белгілеп, 

берілген (4.1) қатарды  2z -ге бӛліп , С контурында бір қалыпты жинақты 

болатын қатарды аламыз: 
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                               (4.5) 

 

     (4.5) қатарды С сызығы бойымен мүшелеп интегралдап және алынған 

қатардың барлық мүшесін   i2 -ге бӛліп, тӛмендегі ӛрнекті табамыз : 
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       (4.6) 

Коши формуласын қолданып , (4.6) қатарды тӛмендегі түрде жазамыз: 

                                        ,...21 zfzfzfzf n








                                (4.6

/
) 

яғни  (4.1) қатардың берілген туынды мүшелерінен құралған қатар С-ның 

ішінде жатқан z-тің кез келген нүктесінде (4.1) қатардың қосындысынан 

алынған қатардың туындысына жинақты болатынын кӛреміз, атап айтқанда, 

0zz  болғанда, 0z -тің G облысының  кез келген нүктесі екенін ескеріп, G 

облысының  әрбір нүктесінде (4.1) қатарды мүшелеп дифференциалдауға 

болатындығына кӛзіміз жеткіземіз. Енді бізге берілген (4.1) қатардың туынды 

мүшелерінен құралған (4.6
/
) қатардың G облысында тұтас  жатқан 


G облысының барлық жерінде бір қалыпты жинақты болатындығы кӛрсету 

ғана қалды. 

 Шынында, айталық 0z -


G  облысының кез келген нүктесі делік. С 

облысында ӛзі және оның барлық ішкі нүктелері жататындай 0z  нүктесін центр 

алып, мейлінше кіші  2d радиус арқылы Г шеңберін жүргіземіз. 0z  

нүктесінің 0z   маңайын қарастырайық: *0 dzz   нүктесі Г шеңберін 
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сызғанда z нүктесі 0z маңайында қалып қояды, олардың ара қашықтығы z  

барлық уақытта оң d санына  үлкен болған қалпында қалады. Берілген (4.1) 

қатар Г шеңберінде  бір қалыпты жинақты болатындықтан да , келген  

мейлінше  аз 0  үшін  Г нүктесі  қандай болса да, былай болады: 

егер  NNn   болса,  

                                                ...21   nn ff . 

Осыны ескеріп, (4.6
/
) қатардың (n+1)-ші  мүшесінен бастап барлық 

мүшелерін қарастырайық : 

                    ,
)(
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2

1
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2
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z
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i
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C
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                            (4.7) 

(4.7) теңдіктен мынаны аламыз: 

                        │     ...21 
 zfzf nn │ ,

2

2

4

dd

d 




  

 Соңғы теңсіздік  туынды (4.6
/
) қатардың қалдық мүшесі модулі бойынша 

жеткілікті үлкен номерлі саннан бастап, 0z  маңайына жататын z нүктесіне 

байланысты болмай , кез келген  мейлінше аз оң саннан кіші болатынын 

кӛрсетеді, басқаша айтқанда, (4.6) қатар кез келген 0z   нүктесінің 0z 


G  

маңайында бір қалыпты жинақтылығын дәлелдейік. Гейне – Борель әсерінен  


G облысы  маңайының әрқайсысында дәлелденген бойынша туынды қатар 

бір қалыпты жинақты болатын шектеулі болатын шектеулі санмен жабылуы 

мүмкін . Демек, (4.6
\
) қатар 


G облысының барлығында бір қалыпты жинақты 

болады.  

     Аналитикалық функцияның туындысы аналитикалық функция 

болатынын ескеріп, (4.6/) қатардың G-да біртұтас іштей жатқан кез келген 

іштей жатқан , кез келген тұйық 


G облысында бір қалыпты жинақты болатын G 

облысының аанлитикалық функциялар қатары екенін кӛреміз . Осы қатарға 

дәлелденген сӛйлемді біртіндеп қолданып, мынаны аламыз : 

                             zfzfzfzf n








 ...21 +…,                                 (4.8)  

жалпы алғанда 

                                zfzfzfzf n

  ...21 +…,                           (4.8/) 

Сонымен қатар  барлық  алынатын  қатарымыз G облысына біртұтас 

іштей жатқан  кез келген  тұйық 


G облысында бір қалыпты жинақты қатарлар .  

 

4.2  Вейерштрасс теоремасын дәрежелі қатарға қолдану 

 

Жинақтылық радиусы 0R  болатын 

                   .......
2

210 
n

n azcazcazcc ,                                   (4.9) 

кез келген  дәрежелік қатардың  жинақты дӛңгелек  ішінде аналитикалық  f(z)  

функцияны  кескіндейтінін  және осы функцияның  f
/
(z)   туындысы қатарды 
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мүшелеп дифференциалдау арқылы алынатындығын кӛрдік. Бұл нәтижелердің 

бәрі  Вейерштрасс теоремасының қарапайым салдары сияқты алынатыны сӛзсіз 

Шынында да, бір жағынан  (4.9) қатар  жинақтылық дӛңгелегіне  бір тұтас 

іштей жатқан кез келген  Rrraz   дӛңгелекте  бір қалыпты жинақты 

болатынын білеміз;екінші жағынан, бұл қатардың барлық мүшесі комплекс 

айнымалы z жазықтығының барлық жерінде аналитикалық функция . Демек, 

Вейерштрасс теоремасының негізінде  (4.9) қатардың қосындысы жинақтылық 

дӛңгелегінің ішінде аналитикалық функция болу керек. Теореманың екінші 

бӛлімін қабылдай отырып, (4.9) дәрежелі қатарды қанша болса, сонша рет 

мүшелеп дифференциалдауға болатынын кӛреміз.  

Осының нәтижесінде жинақтылық радиуысы R болатын, яғни 

жинақтылық дӛңгелегі (4.9))қатардың жинақтылық дӛңгелегімен дәл келетін  

                zf  =       .......32
12

321 
n

n azncazcazcc ,                (4.10) 

            

               zf  =     ....)1(...3*22
2

32 
n

n azncnazcc ,                    (4.11) 

жалпы  түрде 

                   )...,()1(...3*23*2 1 azcpppczf pp  

                                (4.12) 

дәрежелік қатарды аламыз. Шынында да, (4.10) туынды қатардың жинақтылық 

радиуысы R –ден үлкен де бола алмайды , ӛйткені кері жағдайда , (4.10) туынды 

қатарды мүшелеп интегралдау арқылы алынған алғашқы (4.9) қатардың   

жинақтылық радиуысы да R-ден үлкен болар еді.  

Сонымен , туынды қатардың жинақтылық радиуысы R –ге тең. Дербес 

жағдайда (4.9) - (4.12) қатарларда z=a деп ұйғарып мынаны аламыз : 
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                                   (4.13)      

Коэффициенттері  pc  осы формуламен алынған  дәрежелі (2.1) қатар 

Тейлор қатары деп аталады.  

 Сонымен, жинақтылық радиуысы оң болатын кез келген дәрежелі қатар 

Тейлор қатары екенін кӛреміз. (4.9) дәрежелі қатардың  pc коэффициенттері 

үшін (4.13) формуладан басқа ӛрнек беруге болады. С арқылы (4.10) қатардың   

жинақтылық дӛңгелегінің  ішінде жататын центрі z=a нүктесінде орналасқан  

кез келген шеңберді  белгілеп, және Коши  формуласын  қолданып, мынаны 

табамыз: 
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осыдан z параметрі бойынша дифференциалдау арқылы  мынаны аламыз : 
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  ,                                         (4.15) 

 

(4.14) және (4.15) формуладағы  z- С –ның  ішінде жатқан кез келген 

нүктені білдіреді; бұл формулаларда, жекелеп алғанда, z-a деп ұйғарып, 

мынаны табамыз : 
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/
) 

     Осыдан  дәрежелі қатардың коэффициенттері pc  үшін (4.15) формула 

негізінде  тӛмендегі интегралдық формуланы аламыз: 
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,                               (4.16)      

 

     4.3  Аналитикалық  функцияның дәрежелік қатарға жіктелуі 

 

Алдыңғы бӛлімде  жинақтылық радиусы оң болатын кез келген дәрежелі 

(4.9) қатардың қосындысы оның жинақтылық дӛңгелегінің ішінде 

аналитикалық функция екенін кӛрдік. Енді бұған кері сӛйлемді дәлелдейік: 

қайсы бір дӛңгелек ішіндегі аналитикалық функция дәрежелі қатарға жіктеледі.

 Айталық, f(z) функция радиусы R, центрі а нүктесіндегі кейбір К 

шеңберінің ішінде аналитикалық функция болсын. Z арқылы К шеңберінің 

ішінде жатқан кез келген нүктені белгілейік, а нүктесін центір ретінде алып, z 

нүктесі ішінде жататындай радиусы    (  <R) болып келген С шеңберін 

сызалық.(2-сурет). 

                                       
                                        2 сурет - С шеңбері 

    

  f(z) функциясы шарт бойынша, шеңбердің нүктесімен қоса алғанда, осы 

С шеңберінің ішінде аналитикалық функция болғандықтан, оның z нүктесіндегі 

мәнін Коши формуласы бойынша тӛмендегідей жазуға болады: 
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 ,                                       (4.17) 

 Біздің міндетіміз (4.17) интегралды (z-a)-ға қатысты дәрежелі қатардың 

қосындысы түрінде ӛрнектеу.  

Осы мақсатпен  
z

1
 ӛрнегін мына түрде жазамыз : 
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 С шеңберінде    нүктесі қандай болмасын , 
a

az
u







бӛлшегінің модулі 

тұрақты оң сан   1qq -ге тең болады, ӛйткені :/ 1q
az

a

za
u 










 . Демек, 

u
u




1

1
ӛрнегін шексіз кемімелі геометриялық прогрессияның қосындысы 

ретінде қарастыруға болады: 

                                              ...,..1
1

1 2 


nuuu
u

 

Осыдан, u-ды оның  
a

az






 мәнімен алмастырып, мынаны аламыз: 
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                    (4.19) 

(4.18)     формулаға (4.19)   ӛрнекті  қойып мынаны табамыз: 
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 нүктесі С шеңберінің қандай нүктесі болғанымен де  (4.19)   қатар 

осымен қоса (4.20) қатар z тұрақты болғанда бір қалыпты жинақты болады, 

ӛйткені оның мүшелерінің модульдері q бӛлімі  -ге тәуелді болмайтын 

шектеусіз кемімелі геометриялық  прогрессия қатардың  бір қалыпты 

жинақтылығын бұзбай, оны f( )-ге кӛбейтіп, мынаны аламыз: 
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 ,                             (4.21) 

(4.21) қатардың С шеңберінің бойымен мүшелеп интегралдап және 

интегралдағаннан алынған барлық  мүшені 2πі-ге бӛліп, оның бір қалыпты 

жинақтылығын тӛмендегідей ӛрнекті алуға қақымыз бар:                      
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 ,                               

немесе (4.17)формуланы  пайдаланып, соңғы қатарды былай жазамыз: 

                        ...)()()( 2

210  azcazcczf   ,                                  (4.22) 

мұндағы 
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,                                       (4.23) 

(4.23) формуламен анықталатын (4.22) қатардың nc  коэффициенттері   z-ке 

тәуелді емес, ӛйткені nc -ның мәндерін ӛзгертпей, К шеңберінің ішінде жататын, 

а  нүктесін қоршайтын, кез келген тұйық контурды С  интегралдау жолы 

ретінде алуға болады. (4.22) қатардың с коэффициенттері   алдыңғы пункттің 

негізінде мынадай формуламен  ӛрнектелуі мүмкін: 

   

                                        
  

 .,....3,2,1
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cafc n                                  
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Сонымен, біз  К шеңберінің  ішіндегі кез келген  f(z) функциясы  нүктесінде  z-

a-ға  қатысты дәрежелі (4.21) қатарының  қосындысы  түрінде кескінделетінін 

дәлелдейік. 

Егер f(z) функциясы  а нүктесінің кейбір маңайында аналитикалық болса, 

яғни центрі а нүктесіндегі  мейлінше кіші радиусы бар , ішінде f(z) функциясы  

аналитикалық болатын дӛңгелек бар болса, онда f(z) функциясы  осы а 

нүктесінде  аналитикалық  деп атағанбыз. Қысқаша, осындай а нүктесін  

берілген  функциясының  дұрыс нүктесі  де, ал кез келген f(z) функциясының 

дұрыс емес нүктесін ерекше нүкте деп атайтын боламыз. Мысалы, 
z1

1
 

функциясы үшін кез келген  нүкте z(z≠1) дұрыс нүкте; z=1 ерекше нүкте 

болады. 

Алдыңғы пунктте  дәрежелі қатар ӛзінің жинақтылық дӛңгелегінің ішінде 

аналитикалық  f(z) функциясы  үшін дұрыс нүктелер болатындығын  кӛрдік. 

Жинақтылық дӛңгелегінің шеңберін алсақ, онда ең кем дегенде f(z) 

функциясының ерекше бір нүктесі болады. Шынында да, керісінше алып, 

дәрежелі қатардың жинақтылық дӛңгелегі шеңберінің барлық  нүктелері  оның 

қосындысы f(z) үшін дұрыс нүктелер  деп ұйғаруымыз керек. Бұл жағдайда 

жинақтылық дӛңгелегі шеңберінің  әрбір нүктесі ішінде f(z) функциясы  

аналитикалық болатын кейбір k дӛңгелектің центрі болады.  Гейне –Борель 

леммасы бойынша жинақтылық дӛңгелегі шеңберінің әрбір нүктесі кем дегенде 

осы дӛңгелектердің бірінің ішінде жататындай, G облысын құратын , осы 

дӛңгелектің бірінің ішінде жататындай , G облысының  шекарасына дейінгі  ең 

кіші ара қашықтықты белгілесек, f(z) функциясының жинақтылық дӛңгелекпен 

концентрлі  радиусы R+ρ дӛңгелегінің ішінде аанлитикалық болатынын 

кӛреміз. Осы пункттің нәтижесінен f(z) функциясының Тейлор қатары радиусы 

R+ρ дӛңгелек ішінде жинақты болуға  тиісті , яғни берілген қатардың  

жнақтылық радиусы  ең болмағанда R+ρ-ге тең, былай болуы мүмкін емес 

ӛйткені шарт бойынша ол R-ге тең .  

Coнымен, егер а нүктесі  f(z) функциясының дұрыс нүктесі  болса, онда  

бұл функция  осы нүктенің  маңайында z-а –ға қатысты дәрежелік  қатарға 

жіктеледі, сонымен қатардың  жинақтылық дӛңгелегі шеңберінің центрі а 

нүктесінде  болып, а нүктесіне ең жақын  f(z) функциясының ерекше нүктесі 

арқылы ӛтеді.  

Бұл сӛйлем, бір жағынан, осы қатармен кескінделетін функцияның 

табиғаты арасында тығыз байланысты тағайындалады; бұл дәрежелі қатарлар 

теориясының тек комплекс облыста ғана ӛзінің толық түсінік алатындығын 

кӛрсетеді. Сонымен, мысалы, нақты сандар облысында қала отырып, 

                                                 ....1
1

1 642

2



xxx

x
, 

қатардың не себепті х<-1 және х≥+1 мәндерінде жинақты болудан қалатынын 

түсінуге болмайды, ал сол кезде 
21

1

x
 функциясы тәуелсіз айнымалы  х –тің 

барлық мәндері үшін анықталады. Сонымен қатар х= ±1 мәні бұл функция үшін 

айрықша болмайды. Алайда бұл құбылыстың кӛрінісі комплекс айнымалының 
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тұрғысынан толық түсіндіріледі.  Шыныда, 
21

1

z
 функциясының  z=±i болғанда 

ерекше нүктелері бар, сондықтан қарастырылып отырған қатардың 

жинақтылық радиусы бірге тең.  

 

      

Бақылау сұрақтары мен тапсырмалар: 

 

1 Коши есебінің табылатындығы теореманы дәлелдеңіз. 

2 Голоморфты шешімнің жалғыздығы туралы теореманы  дәлелдеңіз  

3 Қатар түріне келтірілген сызықтық теңдеудің шешімі қалай табылады?     

4 Сызықтық теңдеу дәрежелік қатардың кӛмегімен қалай шешіледі?. 

5 Дифференциалдық теңдеулердің шешімі квадратурада қалай анықталады? 

6 


0k

k

k xC  қатарының жинақтылығын дәлелдеңіз. 

7 Қатардың  бір қалыпты жинақтылық  шартын кӛрсетіңіз.   

8 Вейерштрасс теоремасын дәрежелі қатарға қалай қолданады? 

9 Аналитикалық  функцияның дәрежелік қатарға жіктелуін кӛрсетіңіз.   

10 Дәрежелік қатарды қай кезде  жинақталатын деп атайды? 
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5 Кешендік облыстағы кейбір қатарлар теориясы 

 

5.1 Сандық қатарлардың жинақталуы 

 

 Кешендік облыстағы қатарлар теориясы математикалық талдау 

курсындағы қатарлар теориясы сияқты құралады.  Сондықтан кешендік 

қатарлар теориясының кейбір мағлұматтарын қысқаша шолып ӛтейік. Егер 

    





11 nnnnn iyxz шектеусіз сандар тізбегі болса,онда мына ӛрнекті   

                                              nzzz ...21 ...,                                       (5.1) 

кешендік мүшелі сандар қатары деп атайды да, бұл сандар қатарының дербес 

қосындыларының  

                                                  ,...21 nn zzzS                                   (5.2) 

белгілібір шектеулі тиянақты шегін  

                                              SSn
n




lim ,                                                  (5.3) 

сандық қатардың қосындысы деп атайды, да былай белгіленеді Sz
т

n 




. Егер  

сандық қатардың дербес қосындыларының  белгілі бір тиянақты шектеулі шегі 

бар болса, онда сандық қатарды жинақсыз қатар деп атайды. Сӛйтіп,  (5.1) 

туралы кӛптеген мәселелер оған сәйкес сандар тізбегі немесе бәрі бір ол  

қатардың дербес қосындалары  (5.2) арқылы шешіледі екен. Егер сандық қатар 

(5.1) жинақты болса, онда (5.3) орындалады да, (1)-ді  былай жазуға болады: 

                                                       nSS  + nR                                           (5.4) 

мұндағы 







nk

kn zR  сандар  қатарының қалдығы, п  нӛльге ұмтылады. 

Керісінше, сандар  қатарының қалдығы  OR
n

n


 , (5.4) −тен (5.3) орындалатыны 

кӛрінеді, сӛйтіп (5.1) сандық қатардың қалдығы  жинақты болса, қатардың ӛзі 

де  жинақты болады. Сандар   тізбегі  жайында дәлелденген  ұйғарулар 

бойынша сандық қатардың  (5.1)  жинақты болу үшін nz  мүшелерінің  нақты nx  

және жорамал ny бӛліктерінен құралған қатарлар 





nk

nn xR  және 





nk

nn yR  

жинақты  болуы қажетті және жеткілікті.  

Сондай−ақ  сандар тізбегінің  жинақтылығының  қажетті және жеткілікті  

шарты (Коши критерийі) (5.1) сандық қатардың жинақтылығы үшін де дұрыс 

болады.  

Егер де сандық қатар мүшелерінің абсолют шамасы nz  бойынша  

құрылған қатар.  

nz жинақты болса, онда   (5.1)  қатарды абсолют шамасы жинақты қатар  

қатар  деп атайды.  

 Абсолют жинақты қатарды кез келген санға кӛбейтуге, екі абсолют  

жинақты  қатарды  мүшелеп  қосуға,  мүшелеп алуға болады және қатарларды  

кӛбейту туралы Коши  теоремасы  да  орындалады,  абсолют жинақты 
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қатарлардың мүшелерінен орнын алмастырғаннан оның жинақтылығы  да, 

қосындысы да ӛзгермейтіні мәлім. Ендеше сандар қатарының жинақтылығында 

абсолют   жинақтылық ең тиімді, ең керекті жинақтылық. Сондықтан да 

комплекс мүшелі қатардың абсолют жинақтылығын білуге тырысады. Ол үшін 

практикада кӛбінесе  математикалық  анализ  курсындағы  мүшелері оң 

қатарларының жинақтылықтың жеткілікті белгілері  болып  саналатын  

салыстыру белгісін, Коши және Даламбер белгілерін  қолданады. 

1. Салыстыру белгісі.  Егер (5.1)  қатарының жалпы мүшесінің  модулі 

белгілі бір нӛмірінен  пп   бастап, мүшелері оң жинақты қатарының 





1п

пn аR  

сәйкес мүшелерінен артық  болмаса, яғни  nnaz nn   болса, (5.1)   абсолют 

жинақты. 

2. Даламбер белгісі. Егерде қатардың мүшелері  үшін  DD
z

z

n
n

n

n




1  

болса, 1D  жайында (5.1)   жинақсыз. 

3. Коши белгісі. Егер  қатардың мүшелері үшін KKz
n

n
n

n


  болса,  

онда 1K  жағдайында  (5.1)   абсолют жинақты, 1K  жағдайында (5.1)   

жинақсыз.     

Кейбір G облысында барлық мүшелері аналитикалық болатын шектеусіз   

                                  ...,...21  zfzfzf n                                                (5.5) 

қатарын алалық. (5.2) қатар G облысының әрбір  z нүктесінде жинақты болды 

деп жориық және оның қосындысы   zf  арқылы белгілейік.  

Осындай шарт G облысында немесе ең болмағанда G   облысында тұтас 

жататын кез келген тұйық 


G  облысындағы (5.5)қатардың  бір қалыпты жинақ-

тылық  шарты болып табылады. Бұл екі бӛлімінен тұратын Вейерштрасс теоре-

масымен анықталады. 

Сонымен,  (5.5)   қатарды G облысында тұтас жататын кез келген тұйық 


G  облысында бір қалыпты жинақты болады деп жорып, дәлелдейік , 

біріншіден, (5.5) қатарды G облысында аналитикалық  zf  функцияны 

кескіндейтін , екіншіден, (5.5) қатардағы  қалған сан рет 

дифференциалданғаннан кейін  осы сияқты G облысында іштей жататын кез 

келген тұйық 


G  облысында бір қалыпты жинақты болатын жаңа қатардың 

алынатын және  zf  функциянының сәйкес туындысын  беретін немесе , 

қысқаша айтқанда  (5.5) қатарды мүшелеп сан рет дифференциалдауға 

болатынын дәлелдейік.   

 Нақты сандар облысында мұнда жай теорема жоқ, ӛйткені нақты 

айнымалы  функциялардың  бір қалыпты жинақты қатарын, жалпы айтқанда, 

мүшелеп дифференциалдауға  болмайтыны белгілі. Қатардың бір қалыпты 

жинақтылығынан оның f(z) қосындысы G облысында іштей жататын кез келген 

тұйық 


G облысындағы үздіксіз функция, ендеше, G облысының барлық 

жерінде үздіксіз функция екенін кӛреміз. Бізге f(z) функциясының G 
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облысының кез келген 0z  нүктесінде шектеулі туындысы болтындығын 

дәлелдеу жеткілікті. 0z  нүктесін тұйық үзінді тегіс С контурымен қоршайық.   

арқылы С контурының кез келген нүктесін, ал z арқылы С-ның ішіндегі кез 

келген нүктесін белгілеп, (5.5) қатардың барлық мүшесін  - z-ке бӛлеміз 

Осылай алынған 

                                

                              
   

,...
)()( 21

z

f

z

f

z

f

z

f n










 














                                 (5.6) 

қатары С-да жататын барлық   нүктелер үшін бір қалыпты жинақты болады. 

Мұндай қатарды мүмкіндігінше С сызығының бойымен мүшелеп интегралдауға 

болады. 

Интегралды С бойымен жүргізе отырып, нәтижесінде алынған қатардың 

барлық мүшесін 2 i -ге бӛлсек, мынаны аламыз: 

                                                       

 
   

,
2

1
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2
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1 21

z

df
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df
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df
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df
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               (5.7) 

fn(z) функциясы С-ның ішіндегі барлық жеде, С контурының ӛзіндегі 

нүктені қосып есептегенде, шарт бойынша аналитикалық болғандықтан, Коши 

формуласын пайдаланып, (5.7) қатарды тӛмендегі түрде жазамыз: 

                           ,...
)(

2

1
21 zfzfzf

z

df

i
n

C


 




                                   

қатардың оң жақ бӛлігінде қосындысы f(z)-ке тең  берілген (5.5)   қатар тұр, 

демек, былай жазамыз: 

                                    ,
)(

2

1

z

df

i
zf

C
 




                                                     

f(z) функциясы С контурына іштей, барлық z нүктелері үшін Коши типті 

интегралымен (10
//
) кескінделетіндіктен, осы барлық z нүктелерінде оның 

шектеулі туындысы болады.Дербес жағдайда,  f(z)  функциясының 0zz   

нүктесінде шектеулі туындысы болуы керек. 0z  нүктесі  деп G облысының кез 

келген нүктесін түсінетіндіктен де  f(z)  функциясын G облысында  

аналитикалық функция деп қорытамыз. Осымен Вейерштрасс теоремасының 

бірінші бӛлімі дәлелденді.  

Осы қорытындыға басқаша жолмен, Морера теоремасын  пайдаланып та 

келуге болады. Шынында да, біріншіден, f(z)  функциясының  G облысында  

үздіксіз  екенін кӛрдік , екіншіден, (5.5) қатардың  С контурында  бір қалыпты 

жинақты болатындығынан, оны С  сызығының  бойымен мүшелеп 

интегралдауға болады: 

                             
CС

fdf  1    ...2

C

f   
C

nf ,                                (5.8) 

Бұл жерде С  деп 0z   нүктесінің кейбір маңайында жататын кез келген 

үзінді  тегіс  сызық деп түсіну жеткілікті, fn(z)  функциясы  С –ның ішінің 

барлық жерінде, С контурының ӛзінің нүктесін қосқанда аналитикалық 

функция болғандықтан, Кошидің негізгі теоремасы бойынша 
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                                                       ,,...3,2,10  ndf
С

  

демек, (5.5) теңдіктен мынаны аламыз : 

                                                                0  df
С

, 

Сонымен, (5.5) қатар G облысында  үздіксіз функция , ол функция  үшін: 

  0  df
С

 болады; интеграл кей 0z  нүктесінің С маңайында жататын кез 

келеген тұйық С контурының бойымен алынады. Морера  теоремасының  

әсерінен f(z)  функциясы кӛрсетілген  0z  нүктесінің маңайында аналитикалық 

болуы тиіс . 0z  деп G облысының кез келген нүктесі екенін тағы да еске 

түсірсек, бұдан біздің ұйғарымымыздың дұрыстығын білеміз 

 

5.2 Дәрежелік қатардың бірқалыпты жинақтылығы.Тейлор қатары 

     

Дәрежелік қатар деп мынадай қатардың түрін атаймыз: 

                   ...  ... z    n

2

21    0  nzcczсс                                                 (5.9) 

мұндағы ,... , ... , ,   , n21    0 cccc  коэффициенттері – мәні тұрақты комплекс сандар, z  

- тәуелсіз айнымалы. 

(5.9) дәрежелік қатардың жинақтылық облысы деп осы қатар жинақты 

болатын жазықтықтағы z  нүктелерінің жиынын айтамыз. Кез келген (1) түрдегі 

қатар z =0 нүктесінде жинақты болатындығы айқын, яғни нольдік нүкте 

әрқашанда жинақтылық облысында жатады.  

Егер дәрежелік (5.9) қатар 0zz   болғанда жинақты болса, z < 
0z  

теңсіздігін қанағаттандыратын кез келген z -те абсолют жинақты болады. 

Абельдің бұл сӛйлемі геометрия терминдерінде былай тұжырымдалады: 

егер дәрежелік (5.9) қатар 0z  нүктесінде жинақты болса, ол қатар центрі нольдік 

нүктедегі 0z  нүктесі арқылы ӛтетін шеңбердің ішіндегі әрбір нүктеде абсолют 

жинақты болады.  

Шарт бойынша ...... 0

2

02010  n

n zczczcc  қатары жинақты болады, демек 

0lim 0 


n

n
n

zc  

Берілген дәрежелік қатар ішінде жинақты болатын, ал сыртында 

жинақсыз болатын радиусы R, центрі нольдік нүктедегі дӛңгелектер болады. 

Бұл сӛйлем кез келген дәрежелік қатарда дұрыс болуы үшін оларға 

бірінші екі типтегі қатарларды енгізу керек. Бірінші жағдайда (жинақтылық 

облысы жалғыз нольдік нүктеде құралғанда) R=0 деп алу керек екені айқын, ал 

екінші жағдайда (қатар бүкіл жазықтықта жинақты болғанда) R  деп алу 

керек. 

Міне, радиусы R осы дӛңгелекті дәрежелік қатардың жинақтылық 

дӛңгелегі, ал R –оның жинақтылық радиусы деп аталады. Жоғарыда баяндал 

ған дарға сәйкес кез келген дәрежелік қатардың белгілі бір жинақтылық 

радиусы R болады, сонымен қатар  R0 . Жинақтылық дӛңгелегінің 
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(  R0 ) шеңберіндегі нүктелерге келсек, олардың біреуінде қатар жинақты, 

ал екіншісінде жинақсыз болуы мүмкін. 

Дәрежелік (5.9) қатардың коэффициенттерін негізге алып, 

                          ,...,,, 3
321

п
псссс                                                            (5.10) 

сандық тізбегін құрамыз. Бұл тізбектің барлық мүшелері теріс емес нақты 

сандар ретінде қарастырылады. 

      Сандар тізбегінің ең үлкен шегі l  арқылы белгілелік, яғни  

                                                  n
n

n
cl


 lim .      

Сонда (5.9) дәрежелік қатардың жинақтылық радиусы R мына формула арқылы 

анықталады:  

                              
l

R
1

 .                                                                            (5.11) 

Бұл формула Коши-Адамар формуласы деп аталады.  

Ескертпе. l =0 болғанда (5.11) формула R , ал l  болған жағдайда 

R=0 деп қабылдау қажет. 

 (5.11) формуланы қорытқанда біз мына үш жағдайды жеке-жеке 

қарастырамыз:  

1. l                  (R=0), 

2. l=0                     ( R ), 

3.  l0           (
l

R
1

 ). 

Біз дәрежелік ...  ... z    n

2

21    0  nzcczсс         қатарының оның жинақтылық                                                 

дӛңгелегінің ішіндегі кез келген нүктеде абсолют жинақты болатындығын 

кӛрдік. Мынадай сұрақ туады: жинақтылық дӛңгелегінің ішінде (1) қатар бір 

қалыпты жинақты болмай ма? Яғни Rz   болғанда? Осылай тұжырымдалған 

сұраққа «жоқ» деп жауап беру керек; мәселен қатар  

                                           ...1
1 2 


zz
zl

 

қатары 1z  болғанда бір қалыпты жинақты болмайды. Шынында да, бір 

жағынан, 1z  болса, z -ке тәуелсіз 1...1( 2  Nzzz N  теңсіздігін аламыз. 

Екінші жағынан, z  бірге ұмтылғанда 1z , 
z1

1
 функциясы шектеусіздікке 

ұмтылады. Сондықтан, )...1(
1

1 22 Nzzz
z




 айырымының модулі z , 12 z -

ке тәуелсіз алдын ала берілген кез келген оң саннан кем болып қала алмайды. 

Алайда, егер r<R болса, әрбір дәрежелік қатар rz   дӛңгелегінде бір қалыпты 

жинақты болады. Шынында, n

n

n

n

n

n zczczc  , ӛйткені жалпы мүшесі n

n rc  сан 

қатары жинақты (r<R) болатындықтан, бір қалыпты жинақты қатарлардың 

белгісі бойынша берілген қатар бір қалыпты жинақты болады.  

 Дәрежелік (5.9) қатардың мүшелері шын мәнінде үздіксіз функциялар 

екенін еске алсақ, дәлелденген жағдайдан мынадай қорытынды шығады: 
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 Дәрежелік қатардың қосындысы rz   болғанда қандай болмасын r, r<R, 

яғни Rz   болғанда, үздіксіз функция болады, яғни жинақтылық дӛңгелегінің 

ішінде үздіксіз функция. Сӛйтіп, R>0 болатын дәрежелік қатар оның 

жинақтылық дӛңгелегінің ішінде үздіксіз функцияны ӛрнектейді. 

         

5.3  Голоморфтық  фукцияның дәрежелік қатарға жіктелеуі       

 

Коши теоремасынан және оның кӛмегімен алынған аналитикалық 

функцияның  дәрежелік қатарға жіктелуін  аналитикалық функцияның  мәнін 

түсіндіретін  ӛте маңызды салдар  алуымызға болады. Комплекс айнымалының  

кез келген функциясы жайындағы  анықтаманың жалпылылығы  соншалық, 

мұндай функцияның комплекс айнымалы  жазықтығының G облысының кейбір 

бӛлігіндегі ӛзгеріс- сипатынан оның G облысының басқа бӛліктеріндегі ӛзгеріс- 

сипаты жайында қорытындылап айтуға болмайды. Мысалы, айталық, )(zf  

функциясы комплекс айнымалы z-тің  барлық жазықтығында анықталған 

болсын, сонымен қоса, 1z  болғанда )(zf =i , болсын. Бұл жерде біз )(zf  

функциясының 1z  болғандағы мәніне қатысты еш нәрсе айта алмаймыз, 

ӛйткені  z-тің   осындай мәндері үшін қалауымызша  )(zf  функциясын анықтай 

аламыз. Егер )(zf  функциясы үздіксіз болуға тиісті болса, онда іс басқаша 

қойылады: ол уақытта соңғы мысалдағы )(zf  функциясының 1z  шеңберіне 

шектеусіз аз шамаға ғана айырылады. Бұл жағдайда функциялардың мәні  

кейбір жалпы заң арқылы ӛзара байланысқан болады. Бұл ішкі қасиет  z 

жазықтығының бір бӛлігіндегі функция мәнін біле отырып, жазықтықтың басқа 

бӛліктеріндегі ӛзгеріс – сипаты жайында азды- кӛпті нақты қорытынды беріге 

болатындай етіп, функциональдық мәндерді ӛзара байланыстырады; біз 

неғұрлық функциялар класын қарастырған сайын мұның қасиеті соғұрлым 

күшті болатындығы белгілі .  

Егер сызықтың мейлінше аз доғасында осы функцияның мәні белгілі 

болса,  бұл облыста функция толығынан аналитикалық , яғни осы облыста бір 

мәнді анықталған болады. Коши формуласы, контурдың ӛзінде функцияның 

мәні белгілі болса, аналитикалық функцияның  тұйық С контур ішіндегі барлық 

мәнін анықтауға болатындығын кӛрсетеді. Аналитикалық функцияның 

дәрежелік қатарға жіктелуі туралы теореманың негізінде біз аналитиаклық 

функцияның қасиетін жалпы түрде ашатындай шамамыз бар 

Бұл қасиетті жалпы түрде былай тұжырымдаймыз: егер қайсыбір G 

облысында екі  zf  және  z  функцияның , осы облыстың  шектеусіз  Е 

нүктелері жиынында бірдей мәндері болса, сонымен қоса Е жиынының кем 

дегенде G-ның ішінде жататын  бір шекті нүктесі болса, онда бұл функциялар G 

облысының барлық жерінде  ӛзара тең болады.  

Егер )(zf  функциясының ішінде ең аз дегенде бір шекті нүктесі болатын 

мәні шексіз zk  нүктелер тізбегінде болса, біз G облысында аналитикалығы  бір-

ақ жолмен анықталады.  
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Теореманың  салдары ретінде G облысында аналитикалық )(zf  және 

)(z функциясы   

1) G облысының  қайсысы бір мейлінше аз нүктелер маңайының барлық 

жерінде )(zf = )(z болса, 

2) G облысында бүтіндей жататын кез келген аз сызығында  

)(zf = )(z болса, онда олар ӛзара теңбе-тең болады.  

Бұл кез келген үздіксіз кешен айнымалы функцияның ғана емес, 

аналитикалық функцияға да тән тамаша  қасиеттердің бірі G облысында 

үздіксіз кез келген кешен айнымалы функция жағдайында, G облысының   бір 

нүктесінің маңайындағы оның мәні осы  облыстың барлық нүктелеріндегі мәнін 

анықтай алмайды.  

 Егер )(zf  функциясы  а нүктенің  кез келген  маңайында az  -ға қатысты 

дәрежелі қатарға жіктелсе, онда осы нүктеде голоморфтық  деп атауға 

келісеміз. Алдыңғы айтылғанға сүйеніп, функцияның  а нүктесіндегі  

голоморфтық қасиеті  оның осы нүктедегі аналитикалық  болу қасиетімен  

эквивалентті. Шынында, егер )(zf  функциясы  а нүктесінде  голоморфтық 

болса, онда анықтама боынша  а нүктесінде радиусы  кейбір   болып келген    

дӛңгелегі табылып, оның ішінде )(zf  функциясы az  -ға қатысты дәрежелі 

қатарға жіктеледі. )(zf  функциясы дәрежелі қатардың  қосындысы ретінде  осы 

  дӛңгелегінің ішінде, демек, а нүктесінде аналитикалық болуы тиіс.  

Керісінше, егер )(zf  функциясы боынша  а нүктесінде аналитикалық 

болса, онда центрі  осы нүкте болатын  кейбір   радиусы   дӛңгелегі табылып, 

осы дӛңгелек ішінде  )(zf  аналитикалық функциясы болады. )(zf  функциясы   

дӛңгелегінің ішінде аналитикалық функциясы ретінде болаындықтан   ішінде 

жинақты болатын  az  -ға қатысты дәрежелі қатардың қосындысы  түрінде 

ӛрнектеуге болады. Демек, )(zf  функциясы а нүктесінде голоморфтық болады.  

G облысының әрбір нүктесіндегі  голоморфтық  функцияны біз қысқаша 

осы облыста голоморфты деп атаймыз.  

)(zf  функциясын кейбір G облысында голоморфтық деп айту  

функцияның сол  G облысында аналитикалық деп тұжырымдаумен пара-пар.  

 Сонымен, облыста аналитикалық функцияның, осы облыстың әрбір 

нүктесінде шектеулі туындысы болатын бір мәнді функция сияқты 

анықтамасын шығара отырып, біз мұндай функцияның  сол облыста 

голоморфтық  болатынын, яғни осы облысытың әрбір кез келген нүктесінің 

маңайында фукцияның дәрежелік қатарға жіктелетінін кӛрсеттік.  

Нақты айнымалы функциялар жағдайында  дәрежелі қатарға жіктеу әр 

уақытта, тіпті функциялардың  барлық ретті туындылары болған күнде де 

мүмкін бола бермейді; кешен айнымалы функциялары үшін мұндай жіктеудің 

мүмкіншілігін қарастырып,  отырған облыстың барлық  жерінде брінші 

дәрежелі туындының  бар болуынан шығып отыр.                       
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5.4  Лоран қатарының жинақталу облысы 

 

Айталық )(zf  функциясы a  нүктесінде ортақ центрі бар, шекарасы K  

және k  шеңберден тұратын дӛңгелек сақинаның ішінде голоморфтық болсын. 

Бұл шеңберлердің радиустарын сәйкес R  және r  арқылы белгілейік. Біз сақина 

ішінде жатқан әрбір z  нүктесінде )(zf  функциясына жинақты болатын az   оң 

және теріс дәрежелері бойынша орналасқан қатар құрамыз, яғни 

Rpazr  . Осы мақсатпен RRprr  ''  шарты орындалатындай 'r  

және 'R  радиустарын алып және с және С арқылы центрі a  нүктесіндегі осы 

радиустардың шеңберін белгілейміз.  

Шарт бойынша )(zf  функциясы с және С шеңберлерін бірге алғанда осы 

шеңбер арсындағы сақинада голоморфты болады. Коши формуласын қолданып, 

мына теңдікті аламыз: 
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мұндағы  С мен с  интегралдау жолдарының екеуі де оң бағытта ӛтеді. 

z

1
 жіктеуін (5.12) формуладағы интегралдарға қойып және  -ге 

қатысты бір қалыпты жинақталатын салдарынан мүшелеп интегралдауды 

орындап, мынаны аламыз: 
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немесе                                     
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nс  және nb  үшін біріктіріп бір формула түрінде жазуға болады: 
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nn
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df

i
c         (n = 0,1,2,..., -1,-2,...),                             

мұндағы   интегралдау контуры центрі а  нүктесіндегі берілген сақинаның 

ішінде жатқан кез келген шеңбер. 

Интеграл астындағы функциялар берілген сақинаның барлық жерінде 

голоморфтық болғандықтан, nс  және nb  мәндерін ӛзгертпей, олардағы 

интегралдау жолы ретінде осы сақинаның ішінде жатқан центрі а  нүктесіндегі 

кез келген   шеңберін аламыз; екінші жағынан, мынаны аламыз: 
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Алынған белгілеулердің негізінде (5.13) жіктеуді былай жаза аламыз:      
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Cонымен, берілген сақинаның ішінде жатқан барлық z үшін дұрыс екі 

бӛлектен тұратын (5.13) қатары арқылы )(zf  функциясының бейнесін алдық: 

оның бірінші бӛлігі ( az  ) дәрежелерінің ӛсуі бойынша орналасқан  





0n

n

n azc  

қатарды, ( az  -ға қатысты дәрежелі қатар); екінші бӛлігі ( az  ) дәрежелерінің 

теріс кемуі бойынша орналасқан  





1n

n

n azc , қатарды береді (
az 

1
 -ға қатысты 

дәрежелі қатар). Бұл екі қатардың екеуі де берілген сақинаның ішіндегі әр 

нүктеде жинақты болады. (5.13) қатар Лоран қатары деп аталады. 

 

Лоран қатарының дұрыс және бас бӛліктері  

 

Лоран қатарынан (5.13) тұратын екі бӛлекті жеке қарастырайық. Бірінші 

қатар  





1n

n

n azc  қатары К шеңберінің ішінде жатқан барлық z нүктелері үшін 

жинақты болатын кәдімгі  дәрежелері қатар Лоран қатарының дұрыс бӛлігі деп 

аталады. Егер былай деп алсақ: 

                                              n nc b  , '1
z

z a



, 

Онда екінші қатарды да  
1

n

n

n

c z a








  жай дәрежелі қатар ретінде 

қарастыруға болады. Жаңа белгілеулерде бұл қатар мына түрде болады: 

                                                '

1

n

n

n

b z




 ,                                                    (5.14) 

                                         

 Бұл (5.14) қатар '1 1
z

R r
   болғанда жинақты болатыны белгілі, ӛйткені 

егер r z a R    болса, онда бастапқы қатар жинақты болады.  

Демек, 'z  - ке қатысты (5.14) қатар дәрежелі қатар болатын барлық 'z  

нүкте үшін жинақты болады, 
1

z
r

  және / 1
z

r
  болғандығы 'z  айнымалысының 

голоморфтық функциясын кескіндейді.  

Бұрынғы айнымалы z – ке қайта оралып, z a r   теңсіздігі орындалатын 

барлық z үшін  
1

n

n

n

c z a








  қатары жинақты болатыны кӛреміз, яғни k 

шеңберінің  сыртында жатқан барлық  z нүктелерде және k сыртындағы барлық 

жерде голоморфтылық  2f z  функциясын кескіндейді. (5.13) жіктеуіне енетін 

екінші қатары Лоран қатарының бас бӛлігі деп аталады. Сонымен  f z  

функциясы қосынды түрінде былай жазылады:  

                                             1 2f z f z f z  , 
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мұндағы  1f z  - К шеңберінің ішіндегі  голоморфтық функция. K  және к  

шеңберінің арасындағы сақина ішіндегі  1f z  және  2f z  функцияның екеуі де 

голоморфтық. 

5.5 Бірмәнді функцияның ерекше нүктелерінің классификациясы      

           

К шеңберінің ішінде оның а центрі бір мәнді  f z  функциясының ерекше 

нүктесі болғандағы жағдай аса кӛңіл аударарлық. Бұл жағдайда Лоран жіктеуі: 

                                     





n

n

n azczf ,                                                   (5.15) 

К шеңберінің ішінде жатқан z=a нүктесінен басқа, кез келген z нүктесінде 

жинақты болады және К шеңберінің центрінен басқа нүктелердің бәрінде де 

голоморфтық болатын  f z  функциясын оңашаланған ерекше нүктесі деп 

аталынады да, ал ол функция  бұл нүктенің манайында (4) жіктеумен 

кескінделеді. Бір мәнді  f z  функциясының оңашаланған ерекше нүктелерін 

классификациялау негізіне біз ол функцияны осындай нүктелердің маңайында 

жіктеу әдісін аламыз. Мұнда үш жағдай болуы мүскін: 

1. (5.15) Лоран жіктеуінде z-a – ның теріс дәрежелерінің шектеусіз 

жиыны бар. Бұл жағдайда а нүктесі  f z  функциясының елеулі ерекше нүктесі 

деп аталады. 

2. (5.15) жіктеуде (z-a) – ның теріс дәрежелерінің тек шектеулі саны бар. 

Бұл жағдайда а нүктесін  f z  функциясының полюсі деп атаймыз. 

3. (5.15) жіктеуде  z-a – ның теріс дәрежелері мүлдем жоқ. Бұл жағдайда а 

нүктесін  f z  функциясының жӛнделетін ерекше нүктесі деп аталады. 

Бір мәнді функцияның оңашаланған нүктелерін үш типке бӛліп, енді 

әрбір кӛрсетілген типтердің маңайында функцияның ӛзгеріс – сипатын 

анықтайық (оңашаланған ерекше а нүктесінің маңайына деп   Raz 0     

шартын қанағанаттандыратын барлық  z нүктелерінін жинағын түсінеміз, 

мұндағы R  – ді  f z  функциясы барлық  z нүктелерінде голоморфтық 

болатындай мейлінше аз етіп аламыз). 

 

Елеулі ерекше нүкте. Сохоцкий теоремасы 

 

 f z  функциясының елеулі ерекше нүктесінің маңайында ӛзгеріс – 

сипатын зерттеу ғана қалды. Біз жӛнделінетін а нүктесі жағдайында z нүктесі а 

нүктесіне ұмтылғанда  f z  функциясы анықталған шектеулі 0c  шекке 

ұмтылатынын кӛрдік; полюс жағдайында да функция шексіздікке тең 

анықталған шекке ұмтылады. Егер а елеулі ерекше нүкте болса, онда Ю. В. 

Соходский тағайындаған  мынадай теорема орын алады: тұрақты А саны 

қандай да болсын, шектеулі не шектеусіз болсын, елеулі ерекше а нүктесіне 

жинақты болатын zzz ,...,, 21  тізбегі табылып, ол мынаған тең болады:  

                                                  Azf
nz




lim , 
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Мұны қысқаша былай тұжырымдауға болады: елеулі ерекше нүктенің 

мейлінше аз маңайында  f z  функциясы алдын ала берілген кез келген санға, 

шектеулі немесе шектеусіз санға мейлінше жуық мәндерді қабылдайды.  

Енді А кез келген шектеулі комплекс сан болсаын, а нүктесінің қанадай 

да болсын аз маңайында   Azf   орындалатындай z нүктесі табылатын жағдай 

юолуы мүмкін. Бұл жағдайда Соходский теоремасы ӛз күшін сақтайды. 

Сондықтан а нүктесінің жеткілікті аз маңайында  f z  функциясы А – ға тең 

емес деп болжауымызға болады. Егер осылай болса, онда  
  Azf

z



1

  

функциясы елеулі ерекше нүктесі болатын, az  нүктеден басқа, а нүктесінің 

маңайында голоморфтық болады. Дәлелдеуіміз бойынша а нүктесіне жинақты 

болатын   


n
az

z
n

lim орындалатын nz  нүктелер тізбегі табылады, бұдан: 

  Azf n
azn




lim екені шығады. Дәлелдеу керектігі де осы. 

 

Жӛнделетін ерекше нүкте 

 

Үшінші типтегі ерекше нүктені қарастырудан бастайық. Бұл жағдайда (1) 

жіктеуі кәдімгі дәрежелі қатарға айналады, демек, а нүктесінің барлық 

маңайында соның ішінде а нүктесінің ӛзінде голоморфтық функцияны береді. 

Берілген  f z  функциясы, егер   az   болса, біздің қатарымыздың 

қосындысымен бірдей болады. Демек, егер  

                                                 0caf  , 

деп ұйғарсақ, онда біз берілген  f z  функциясын а нүктесінде голоморфтық 

функция етіп жасай аламыз. Сонымен, егер біз функциямызды осы ерекше 

нуктеде тиісті түрде анықтасақ, үшінші типтегі ерекше нүкте алдыңдағы 

жағдайдан жоқ болып кетеді, егер а нүктесі жӛнделенетін ерекше нүкте болса, 

онда мынаны аламыз:    0lim czf
az




 дербес жағдайда,  М және   оң сандары бар 

болып,  

                             az0  болғанда   Mzf  ,                              (5.16) 

орындалады. 

(5.16) теңсіздіктің бар болуы қысқаша мына сӛзбен білдіреміз: 

жӛнделенетін ерекше нүктенің аз маңайында берілген функция шектелген 

болады. Алдағы уақытта мұның кері жағының юолатынын кӛреміз, егер 

оңашаланған ерекше нүктенің маңайында функция шектелген болса, онда бұл 

нүкте жӛнделенетін ерекше нүкте болады.  

 

Полюс 

 

Енді біздің полюс деп атаған ерекше нүктенің екінші типін анализдеуге 

кӛшейік. Бұл жағдайда (5.15) жіктеудің  z-a теріс дәрежелі шектеулі саны 
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болады. (5.15) Лоран жіктеуіне енетін 
 az 

1
 ең жоғарғы дәрежесін т арқылы 

белгілей отырып, мынаны аламыз: 

                    
   

















0
2

21 ,...
n

n

mn

n
az

c

az

c

az

c
azczf                                                       

мұндағы .0mc  Егер 1m  болса, а полюсі жай, ал 1m  болса, оны еселі деп 

атайды; т санын полюстің реті деп атайды. Осы жіктеудің екі жағын 

   azaz
m

  кӛбейтіп, мынаны табамыз: 

                

















0

2

2

1

1 ...
n

m

mmmn

n

m
cazcazcazczfaz ,                

 Алынған теңдіктің оң жағындағы бос мүшесі mc  ноль болмайтын кәдімгі 

дәрежелі қатарда тұр. 

Демек, а нүктесі    zfaz
m

  функциясы үшін жӛнделінетін ерекше нүкте 

болып табылады, сонымен қатар мынадай болады: 

                                       ,0lim  


m

m

az
czfaz                                                              

Дербес дағдайда,  бұл теңдіктен мынау шығады: 

                                              m

m

z
czfaz 


lim ,                                       (5.17)                               

mc -дан кіші кез келген оң санды q арқылы белгілеп, онда (5.17)  салдардан 

 az0 болғанда,   qzfaz
m

  

немесе 

                       az0  болғанда  
m

az

q
zf


 ,                         

болатын жеткілікті аз оң санын табамыз. 

 Соңғы теңсіздік z нүктесі а нүктесіне ұмтылғанда  zf  шексіздікке 

ұмтылатындығын кӛрсетеді, ал мұны символмен былай жазамыз: 
z

lim , 

қысқаша айтқанда, полюсте функция шексіздікке айналады. 

        

 Ноль мен полюстің арасындағы байланыс 

 

Айталық  f z  функциясын а нүктесінде кейбір маңайында  f z  

функциясы  

                                    ...1
1

1 




m

m

m

m zcazczf ,                            (5.18) 

дәрежелік қатармен берілетін белгілі, мұндағы 0c немесе  

                                         zazzf
m
 , 

бұл жағдайда  z  функциясы а нүктесінде голоморфтық және нольге тең емес. 

(5.18) салдарынан 
 zf

1
 кері шама былай беріледі: 

                         
     

 

 
,

111
mm

az

z

zazzf 








                                       (5.19) 
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әрі  
 z

z



1

  функциясы а нүктесінде голоморфтық және нольден ерекше. 

Былай болатынын 

                                              ...'  azaaz  , 

ескеріп, (5.19) – ден  aza   нүктесінің маңайында мынаны аламыз: 

                                
 

 

 

 

 
...,

1
1

'








mm

az

z

az

a

zf


 

осыдан 
 zf

1
 функциясы үшін а нүктесі т – ретті полюс болатындығы шығады.  

    Керісінше, а нүктесін  f z  функциясының т – ретті полюсі деп жорып, 

осы нүктенің маңайында  az   мынадай болатыны табамыз:  

                                         
 

 
,

m
az

z
zf





                                            (5.20) 

   Мұндағы z нүктесі а нүктесіне ұмтылғанда  z  функциясы нольден 

басқа шекке ұмтылады, деме, оны а нүктесінде голоморфтық және нольге тең 

емес функция ретінде қарастыруға болады. (5.20) теңдіктің кӛмегімен 

                      
 

 
 

   zaz
z

az
zf

mm





11
,                              

ӛрнегін құрып және жоғарыдағы есептеуді қолданып, мынаны табамыз: 

                         
 

      ...,
1 1' 

mm
azaaza

zf
  

мұндағы   0a , ал бұдан, егер 
 

0
1


af

 деп ұйғарсақ, а нүктесі 
 zf

1
 

функциясының т – ретті нолі болатындығы шығады. 

  Сонымен, жоғарыда айтылғандардан мынадай қорытындығы келеміз: 

егер а нүктесі  f z  функциясы үшін m  ретінің ролі болса, онда сол нүкте  
 zf

1
 

функциясы үшін т  ретінің полюсі болады. 

Бұдан мынау шығады, егер  f z  функциясы нольге айналмаса, онда ол 

 zf

1
 функциясымен бірге а нүктесінде елеулі ерекше нүкте болады. 

Мына 













1 1!n

n

i

z

n

n
 қатарының жинақтылық облысын  Даламбер 

белгісімен тапқан тиімді: 
   

 
1

21
*

1
1

1!1

!*1

)(

1

1 
z

e
i

z

nnin

nzn

zf

zf
D

n

n

n

n

n

n

n

























 . 

Демек, берілген қатардың жинақтылық облысы R
e

z 
2

  

Тӛменде кешен облысында берілген кейбір қатарлардың  есептерін шығару 

мысалдарын қарастырамыз: 
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1. Ал мына n

n

zn


1

  (  кез келген нақты сан) қатарының жинақтылық 

облысын  Коши белгісімен тапқан тиімді: 1

ln

zeznznzK
n

n

n

nn

n






  

Бұл қатардың қатардың жинақтылық облысы 1z (мұнда да 1R ) 

 

2. 


1
2

n

n

n

z
 қатарының жинақтылық облысын  Даламбер белгісімен тапқан 

ыңғайлы. Шынында 
 























n

n

n

n
n

n
z

n

z
n

n
z

c

zc
D

22

2
1

1
1

1
lim

1
limlimlim  

Ал 1z  шеңбердің нүктелерінде  берілген қатардың  мүшелерінің 

модульдерінен құралған қатардың 


1
2

1

n n
 жинақты екені белгілі. Демек, берілген 

дәрежелік қатар    1:01  zzU   бірқалыпты, абсолют жинақты 

 

3.   zzf cos1  функциясының 0z  нүктесі 2-ретті нӛлі, ӛйткені 

  00 f ,   0sin
0


z
zzf ,    201cos

0



pzzf

z
 

 

4.   zzzf  sin  функцмясы үшін  0z  нүктесі 3-ретті нӛлі, ӛйткені 

 0f   0f   ,00 f ал    30cos
0




pzzf
z

 

 

5.   zzf sin   үшін  kkz (, бүтін сан) бірінші ретті нӛлдері. Егер 

аналитикалық  zf  функциясының     azazzaU  ,:  шағын тӛңірегінде  

оның басқа нӛлдері болмайтынын мына тӛмендегі теорема кӛрсетеді. 

Теорема  Аналитикалық  функцияның нӛльдері оңашаланған.  

    Егер az   саны берілген  zf  p еселі нӛлі болса, онда 

            zazazCazCCazzf
p

ppp

p
  ...

2

21  блоады, мұндағы  p
az   

кӛбейткіші az   нүктелерінде   нӛлден айрықша , ал  z  аналитикалық  

функция және   0z . Олай болса,   aUza   үшін   0zf  

Ілгеріде кӛрсетілгендей 


d
z

z

l

1ln  функциясы нольдік нүктесі болмайтын кез 

келген бір байланысты облыста аналитикалық функция, дербес жағдайда, 

мысалы, жорамал осьтен санағанда  барлық жерде оң  жағынан аналитикалық  

функция болады. Демек lnz-ті нақты дәрежелік , мысалы ,z=1 маңайында 

жіктеуге болады. Сонымен қоса, бұл қатардың жинақтылық радиусы  бірге тең 

болады. 

 

6. Кешен айнымалы функцияның интегралын есептеу. 

  zzf   0: zL  және iz  11  нүктелерін қосатын түзу. 
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L L LLL

ydxxdyiydyxdxydyiydxxidyxdxidydxiyxzdz  

    


















1

0

1

0
12

1

12

1

1

0

,

1,1,

0,0,0

ixdxxdxixdxxdx

dydxyx

yy

yy

xx

xx

yxiyxz

yxz

 

 

7. Кешен айнымалы функцияның интегралын есептеу. 

  zzf   0: 0 zL  және iz  11  нүктелерін қосатын түзу. 


L z

zdz
 ең алдымен 

z

z
 бӛлек есептеп алу керек, 

  
   2222
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22

22

22

22 22

yx
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i
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yxiyx
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yxiyxiyx

iyxiyx

iyxiyx
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Енді интегралды есептейміз: 
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idydx
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222222
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idx
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x
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yx

x
idx
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yx

yx
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yxiyxz
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  1
22

,

1,1,

0,0,0

1

0

22

21

0

22

21

0

22

221

0

22

22

12

1

12

1

1

0

 

 

8. Кешен айнымалы функцияның интегралын есептеу.  dzzi
C

  21  

0: 0 zC  және iz  11  екі нүктенінің қосындысынын кесіндісі үшін.  

Интегралды есептейік: 

                  
CC

yiixiyxdyiixdsyixdsyixi 2212212121221  

    ydydyxdyiidyydxiidxxdxdxidydx 2222  

    dxxxixdxxdxdxxdxiidxxdxidxxdxdx 212142222  

   ixdxixdx 1224  

 

9. Кешен айнымалы функцияның интегралын есептеу. 

 dzzzz
C

  *2  1: zC    0  

1z   бӛлек есептеп алайық: 

  



 iii

ii

eezdiedz

ezez

yx

yx

222

22

22

,

,

1

1
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Енді интегралды есептейік: 

     


i

e
i

i

e
ideideidieiedieeee

ii
iiiii

C

iii
   

 
0 0 0

3
332

3
)*(

3

8
1

3

4

1

3
  

 

10. Кешен айнымалы функцияның интегралын есептеу. 

111111sincos1

0coscossin|cos|sinsin|sin

sin

cos
cos 00

0

0

0













 

shchchshiii

iiizzzzdzzz

zv

zdzdv

dzdu

zu

zdzz ii

i

i

i

 

 

11.  
 22 1

1




z
zf   

210  z  сақинада Лоран қатарын жіктеу керек. 

210  iyx    210 22
 yx    210 22

 yx  

 
       

;
111111

1
2222
















z

D

z

C

z

B

z

A

xz
zf  

          1111111
2222

 zzDzCzzBzA ; 

1= Az
2
+2Az+A+Bz

3 
+ Bz

2
- Bz-B+ Cz

2
- 2Cz+C+ Dz

3 
- Dz

2
- Dz+D; 

z3
     B+D=0 

z
2        

A+B+C-D-D=0 
z’
     2A-B-2C-D=0 

z0
     A-B+C+D=1 

4

1
D ; 

4

1
B ; 

4

1
C ; 

 
       

;
14

1

14

1

14

1

14

1
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1
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1
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1
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1432
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2

1
21

16

1

1

1

1

1

4

1
3

3

2

2

2

zzz

zz
zf  

 

12.  
z

z
zf

sin
 ;  0z  нүктеде оңашаланған ерекше нүкте. 

Себебі:   









0

0

0

0sin
zf ;   ...

!7!5!3
1...

!7!5!3

1 642753











zzzzzz
z

z
zf  

0z  нүктеде берілген  zf  функциясы үшін жӛнделетін ерекше нүкте. 
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13. Егер 21  z  болса, онда 
    











 2 1
1

,
1

221

1

n n
nn

n

z

z

zz
 егер  z2  

болса, 
   





 


 2

1 12

21

1

n
n

n

zzz
 жіктеулерін алу қиын емес. 

Біз мұнда бір функция үшін екі Лоран жіктеуін алып отырмыз; алайда бұл 

жағдай жіктеудің жалғыздығы туралы теоремаға қайшы келмейді, ӛйтекені 

кӛрсетілген жіктеулер әр түрлі дӛңгелек сақиналар үшін орындалады. 

       

Бақылау сұрақтары мен тапсырмалар: 

 

1 Кешендік облыстағы  қатарларды атаңыз 

2 Кешендік облыстағы қатарлардың жинақталу белгілерін атаңыз 

3 Дәрежелік қатардың бірқалыпты жинақтылығы қалай анықталады? 

4 Голоморфтық  фукцияның дәрежелік қатарға жіктелеуінің шарттарын атаңыз       

5 Лоран қатарының жинақталу облысын табу формулалары 

6 Лоран қатарының дұрыс және бас бӛліктерінің айырмашылықтары неде?  

7 Ерекше нүктелерінің классификациясын атаңыз     

8 Сохоцкий теоремасын дәлелдеңіз                                   

                                                                                                       

                                                                                                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



83 

 

                                                                                                    Қосымшалар 

А.  Тесттік сұрақтар 

 

1.1 Қосылғыштары сан болып табылатын ......21  nuuu  қосындысы:   

а) дәрежелік қатар 

б) сандық қатар 

в) функционалдық қатар 

г) бӛліктік қатар 

д) қатар қосындысы 

 

2.1 Алғашқы n -  мүшесінің қосындысы қалай аталады: 

а) қатардың ортақ мүшесі 

б) қатар қосындысы 

в) n -ші ретті қосындысы 

г) n -ші дәрежелі қалдық 

д) орташа арифметикалық қатар 

 

3.1 


0n

naq  ( qa; -сандар) қатар түрін анықтаңыз: 

а) Лейбниц қатары 

б) гармоникалық қатар 

в)жалпыланған  гармоникалық қатар 

г) геометриалық қатар 

д)  Дирихле қатары 

 

4.1  


1

1

n n
қатар түрін  анықтаңыз: 

а)  Лейбниц қатары 

б) гармоникалық қатар 

в) жалпыланған гармоникалық  қатар 

г) геометриалық қатар 

д) Дирихле қатары 

 

5.1 







0 6

32

n
n

nn  қатардың қосындысын тап : 

а)2 

б)-2 

в) -3 

г) 1 

д) 3,5 

 

6.1 


0 3

1

n
n

 қатардың қосындысын тап : 

а)1,5 

б)2 
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в) -3 

г) -1 

д) 1 

 

7.1 
  



 1 21

1

n nn

 қатардың қосындысын тап : 

а) 4 

б)-2 

в) -3 

г) -1 

д)0,5 

 

8.1 
  



 1 32

3

n nn

 қатардың қосындысын тап : 

а)2 

б)-2 

в) -3 

г) 1 

д) -1 

 

9.1  n-ші мүшесінің формуласын анықтаңыз : 
 ....

11

24

9

12

7

6

5

3  

а) 
     

32

23 1



 

n

n

 

б) 
     

32

23





n

n

 

в) 
     

32

23 1



 

n

n

 

г)
     

32

23





n

n

 

д) 
     

2

23

n

n

 

 

10.1 Қатардың (п-1)-ші мүшесін табыңыз  ....
17

15

13

13

9

11

5

9
7 : 

а)      
34

52





n

n

 

б) 
     

34

2

n

n

 

в) 
     

4

52

n

n   

г) 
    

74

32





n

n  

д) 
     

34

12





n

n  

 

11.1 Қатардың  n-ші мүшесінің формуласын кӛрсетіңіз  ....
8

1

5

1

2

1  

а) 
13

1

n

 



85 

 

б) 
14

1

n

 

в) 4n-1 

г) 3n-1 

д) 4n+ 2 

 

12.1 Қатардың  n+1 мүшесін анықтаңыз 




 



1 3

1

n n

n

 

а) 2

2





n

n

 

б) 2n

n

 

в) n

n 2

 

г) 1

2





n

n

 

д) 2

1





n

n

 

 

13.1 Қатардың  (n+2)–ші мүшесін анықтаңыз 








1
2

2

n n

n

: 

а) 422  nn

n

 

б) nn

n

42 
  

в) 442 


nn

n

 

г) 422  nn

n

 

д) 432  nn

n

 

 

14.1 Қатардың екінші мүшесін табыңыз 




1 !

10

n

n

n :      

а) 50 

б) 5 

в) 10 

г) 0,5 

д) 25 

 

15.1 Даламбер бойынша қатарды есептеңіз






1 2

12

n
n

n : 

а) 2 

б)–2 

в) -3 

г) 1 

д) 0,5 
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16.1 Даламбер бойынша қатарды есептеңіз


 



1 3...963

)12(...531

n n

n :  

а) 1 

б)   

в) 
2

3  

г) 
3

2  

д) 
3

1  

            

17.1 Егер е
z
 + x + 2y + z = 4,    z

/
x(1,1,0) табыңдар.  

а)2 

б)-2 

в) -3 

г) 1 

д) -0,5 

 

18.1 Даламбер бойынша қатарды есептеңіз 







1 10

)!1(

n
n

n  

а)  

б) 1 

в) 0 

г) 
10

1  

д) 
2

1  

 

19.1 Даламбер бойынша қатарды есептеңіз 
 



1
2

2

n

n

n

 

а)20 

б)-2 

в) -3 

г) 1 

д) 2 

 

20.1 Коши бойынша қатарды есептеңіз 













 

1 3

1
2

n
n

n

n

n
:  

а) 1 

б)   

в) 3 

г) 
3

e  

д) 
3

1  
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21.1 Коши бойынша қатарды есептеңіз 
n

n n

n


















1 12

1 :  

а) 12 

б)-2 

в) -13 

г) 10 

д) -0,5 

 

22.1 Коши  бойынша қатарды есептеңіз 

 


1

1
arcsin

n

n

n
:  

а)2 

б)-2 

в) -3 

г) 1 

д) 0 

 

23.1 Коши бойынша қатардың есептеңіз 




2 )(ln,

1

n
nn

:  

а)-1 

б)-2 

в) -3 

г) 1 

д) 0 

 

24.1 Коши бойынша қатарды есептеңіз 

 


















1

2

23

12

n

n

n

n : 

а)1 

б)2 

в) -3 

г) -1 

д) 0 

 

25.1 Қатарды   жинақтылыққа  зерттеу 

 














1 12n

n

n

n

: 

а) абсолютті  жинақты 

б)  жинақсыз 

в)  жинақты 

г) шартты    жинақты  

д)  дұрыс жауабы жоқ 

 

26.1 Қатарды  жинақтылыққа зерттеу  
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1 !

10

n

n

n : 

а) шартты  жинақты 

б) абсолютті  жинақты 

в)  жинақсыз 

г)  жинақты 

д) бірқалыпты  жинақты 

 

27.1 Қатарды  жинақтылыққа зерттеу 




1
2

1

n n
: 

а) дұрыс жауабы жок 

б) абсолютті  жинақты 

в) жинақсыз 

г) шартты  жинақты 

д)  жинақты 

 

28.1 Қатарды  жинақтылыққа зерттеу 

 
  












n

n n

10
11

1

: 

а)  жинақты 

б) абсолютті  жинақты 

в) шартты  жинақсыз 

г)  жинақсыз 

д) шартты  жинақты 

 

29.1 Қатарды  жинақтылыққа зерттеу 

 
 




 



1 12

1

n

n

n : 

а) абсолютті  жинақты 

б)  жинақсыз  

в) шартты  жинақты 

г) жинақты 

д) шартты  жинақсыз 

 

30.1 Қатарды  жинақтылыққа зерттеу 
 








1
3

1 1
1

n

n

nn : 

а) бірқалыпты  жинақты 

б)  жинақты 

в) шартты  жинақты  

г) абсолютті  жинақты 

д) жинақсыз 

 

31.1 Қатарды  жинақтылыққа зерттеу 
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1

1 2
1

n

n

n

n

 : 

а) бірқалыпты  жинақты  

б)  жинақты 

в) шартты    жинақты  

г) абсолютті    жинақты 

д)    жинақсыз 

 

32.1 Қатарды    жинақтылыққа зерттеу 

 





1

4

1
1

n

n

n

:                              

а) бірқалыпты жинақты  

б) жинақты 

в) шартты    жинақты  

г) абсолютті    жинақты 

д)  жинақсыз 

 

33.1 Қатарды    жинақтылыққа зерттеу 

 







1

1

2

1
1

n
n

n

: 

а) жинақсыз 

б)  жинақты 

в)  абсолютті  жинақты 

г) шартты  жинақты 

д) шартты  жинақсыз 

 

34.1 Қатарды  жинақтылыққа зерттеу 




 


1 12

1
)1(

n

n

n
: 

а) шартты    жинақты 

б)  жинақты 

в) абсолютті    жинақты 

г) дұрыс жауабы жоқ 

д)  жинақсыз 

 

35.1 Қатардың қосындысын тап ...1 642  xxx : 

а) 1;
1

1
2




x
x

 

б) 1;
1

1



x

x
 

в) 1;1 2  xx  

г)   

д) 1;
1

x
x

 

 

36.1 Қатардың  жинақтылық радиусын тап 
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 1

1

13 




 n

т

n x : 

а) 3 

б) 
2

1  

в)   

г) 
3

1  

д) 0 

 

37.1 Қатардың    жинақтылық радиусын тап 








1

1

)!1(n

n

n

x : 

а)   

б) 1 

в) 
2

1  

г) 0 

д) 
3

1  

 

38.1 Қатардың  жинақтылық интервалын тап 
1

1

13 




 n

т

n x : 

а) (-1;1) 

б) (-3;3)  

в) 









3

1
;

3

1  

г) (-2;2) 

д) при 0x  

 

39.1 Қатардың  жинақтылық интервалын тап 








1

1

)!1(n

n

n

x : 

а) (  ; ) 

б) 0x  

в) (-1;1) 

г) ( ee; ) 

д) 









2

1
;

2

1  

 

40.1 Қатардың  жинақтылық интервалын тап 












1

1

12

)1(

n

n
n

x
n

: 

а) (  ; ) 

б) 0x  

в) (1;2) 
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г) ( ee; ) 

д) (-1;1) 

 

41.1 Қатардың  жинақтылық маңайын  тап 








1

1

)!1(n

n

n

x : 

а) 









2

1
;

2

1  

б) 0x  

в) (-1;1) 

г) ( ee; ) 

д) (  ; ) 

 

42.1 Қатардың  жинақтылық маңайын  тап 












1

1

12

)1(

n

n
n

x
n

   

а) (-1;1) 

б) [-1;1) 

в) (-1;1] 

г) [-1;1] 

д) (  ; ) 

 

43.1 xe функциясын  Маклорен қатарына жікте: 

а) 
...

!
...

!3!2!1
1

32


n

xxxx
е

n
x

 

б) 
 

 
...

!12
1...

!5!3!1

12
1

53









n

xxxx
e

n
nx

 

в) 
 

 
...

!2
1...

!4!2
1

242


n

xxx
e

n
nx

 

г)  
...

!12
...

!5!3!1

1253







n

xxxx
e

n
x

 

д) 

 

  
...

!12
...

!4!2
1

1242







n

xxx
e

n
x

 

 

 44.1Коэффициенттері
   

!
,....,

!2
),(),(

)(

210
p

f
c

af
cafcafc

ap

p 


       

формуласымен алынған  қай қатар Тейлор қатары деп аталады? 

 а)       .......
2

210 
n

n azcazcazcc  

б)  zf  =     ....)1(...3*22
2

32 
n

n azncnazcc  

в)    )...,()1(...3*23*2 1 azcpppczf pp  

  

г)    ppczf 3*2  
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д)       .......
2

210 
n

n azcazcazcc   

 

45.1 Егер f(z) функциясы  а нүктесінің кейбір маңайында аналитикалық      

болса, яғни центрі а нүктесіндегі  мейлінше кіші радиусы бар , ішінде f(z)      

 функциясы  аналитикалық болатын дӛңгелек бар болса, онда f(z функция-             

сын  осы а нүктесінде  аналитикалық  деп атайды. Қысқаша, осындай а    

 нүктесін  берілген  функциясының  қандай нүктесі деп атаймыз ? 

а)оңашаланған 

б) ерекше 

в) дұрыс+ 

г) жай 

д) дұрыс емес  

 

46.1 Егер G облысында голоморфтық  zf    )0( zf функциясы осы облыстың  

 а нүктесінде нӛлге тең болса, оның а нүктесінің кейбір маңайындағы жіктелу  

қандай түрде болады?  

а)       ...,
2

2

2

1  azcazсzf  

б)       ...,
2

21  azcazсz  

в)       ...,
2

21  aчcaчсzf  

г)       ...,
2

21  azcazсzf  + 

    д)       ...,
2

21  acaсzf   

 

47.1 Тӛмендегі  функция  үшін толық дәрежелі  қатар құрыңыз:  2

1

1
ln

2

1

z
 

а)
n

n

z
nn















 1

1
...

2

1
1

1

2

 

б)
1 1

1 ...
2 1

z
n

 
   

 
 

в)
2

1 1 1
1 ...

2 1n n n
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г)
2

1 1
1

2

n

n

z
n





 
 

 
  

д)
2

1 1

1

n

n

z
n n





 
 

 
  

 

 48.1 arctgz    функцияcының  басты мәндерін нӛлдік нүктенің маңайында       

дәрежелі қатарға  жіктелу керек.  

а) ....
53

53


zz

z  

б)
3 5

22*3 2 *2!*5

z z
z    

в)
3

2*3

z
z   

г)
3

3

z
z   

д) ....
53

53


zz

z  

 

49.1 Кез келген f(z) функциясының дұрыс емес нүктесін қандай нүктесі деп     

функция-атаймыз ? 

а) оңашаланған 

б) ерекше 

в) дұрыс 

г) жай 

д) дұрыс емес нүкте болмайды 

 

50.1 Егер )(zf  функциясы  а нүктенің  кез келген  маңайында az  -ға     

қатысты дәрежелі қатарға жіктелсе, онда оны осы нүктеде қалай атаймыз ?  

а) оңашаланған 

б) келтірілген 

в) арифметикалық  

г) голоморфтық  
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д) ерекшеленген 

 

51.1 zarcsin  функцияcының басты мәндерін нӛлдік нүктенің маңайында     

 дәрежелі қатарға  жіктелу керек. 

а)
3 5

2
....

2*3 2 *2!*5

z z
z     

б) ....
7!*3*2

5*3*1

5!*2*23*2 32

53


zz

z  

в)
3

2*3

z
z   

г) z  

д) ....
53

53


zz

z   

 

52.1 Егер дәрежелі   ...,...2

210  n
n

n zczczссzf  қатары Rz  дӛңгелегінде 

жинақты болса және ол дӛңгелекте модулі әр уақытта М-нен кем  zf  

функциясын кескіндесе, онда тӛмендегі теңсіздік орын алады. Сол теңсіздікті 

кӛрсет 

а)  ,....2,1,0n
R

M
с

nn   

б)  ,....2,1,0n
R

M
с

nn   

в)  ,....2,1,0 n
R

M
с

nn + 

г)  ,....2,1,0 n
R

M
с

nn  

д)  ,....2,1,0 n
R

M
с

nn  

     

53.1  1z  болғанда ze 1

1

 функциясын Лоран қатарына жіктеңіз.  

а) ...
120

19

24

1

6

1

2

11
1

5432


zzzzz
   

б) ...
651951

5432


zzzz
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в) ...
!7!5!3

1
642


zzz

    

г) ...
45

1

3

11 3  zz
z

 

д) ...
120

19

24

1

6

1

2

11
1

5432


zzzzz
+ ...

651951
5432


zzzz
 

 

54.1    





n

n

n azczf  жіктеуде az   -ның теріс дәрежелері мүлдем жоқ. Бұл 

жағдайда a  нүктесін  zf  функциясының қандай нүктесі дейміз? 

а) елеулі ерекше нүкте 

б) полюсті 

в) жӛнделенетін ерекше нүктесі    

г) дұрыс нүкте 

д) бас нүкте 

 

55.1 z  болғанда 
ze

z 12 
, функциялары үшін zz sincos   ерекшеліктерін  

анықтаңыз. 

а) дұрыс нүкте 

б) бір ретті полюс   

в) реті ноль 

г) елеулі ерекше нүкте  

д) жӛнделенетін ерекше нүкте   

  

56.1  zf  және  z  функцияларының az   нүктесінде n  және m  ретті  

полюстері қандай? 

а) егер nm   болса, онда nm   ретті ноль 

б) егер nm   болса, онда nm   ретті полюс 

в) nm  ретті полюс   

г) nm   болғанда – дұрыс нүкте 

д) nm   жӛнделенетін ерекше нүкте   

 

57.1   1z  болғанда, 
z1

1
ln  Лоран қатарына жіктеңіз. 

а) олай болуы мүмкін емес, 1z  болғанда функция бір мәнді болмайды    

б) ...
!3

1

!2

11
1

33


zzz
 

в) Лоран қатарына жіктелмейді 

г) ...
651951

5432


zzzz
 

д) 0 

 

58.1 Лоран жіктеуінде  az   -ның теріс дәрежелерінің тек шектеусіз        
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 жиыны бар. Бұл жағдайда a  нүктесін  zf  функциясының қандай нүктесі  

 дейміз? 

а) елеулі ерекше нүкте    

б) полюс 

в) жӛнделенетін ерекше нүкте 

г) дұрыс нүкте 

д)жай полюс 

 

59.1.  1z  болғанда ze 1

1

 функциясын Лоран қатарына жіктеңіз.  

а) ...
120

19

24

1

6

1

2

11
1

5432


zzzzz
   

б) ...
651951

5432


zzzz
 

в) ...
!7!5!3

1
642


zzz

    

г) ...
45

1

3

11 3  zz
z

 

д) ...
120

19

24

1

6

1

2

11
1

5432


zzzzz
+ ...

651951
5432


zzzz
 

 

60.1.    





n

n

n azczf  жіктеуде az   -ның теріс дәрежелері мүлдем жоқ.       

Бұл жағдайда a  нүктесін  zf  функциясының қандай нүктесі дейміз? 

а) елеулі ерекше нүкте 

б) полюсті 

в) жӛнделенетін ерекше нүктесі    

г) дұрыс нүкте 

д) бас нүкте 

61.1    z  болғанда 
ze

z 12 
, функциялары үшін zz sincos   ерекшеліктерін  

анықтаңыз. 

а)дұрыс нүкте 

б) бір ретті полюс 

в) реті ноль 

г) елеулі ерекше нүкте  

д) жӛнделенетін ерекше нүкте   

  

62.1  zf  және  z  функцияларының az   нүктесінде n  және m  ретті  

полюстері қандай? 

а) егер nm   болса, онда nm   ретті ноль 

б) егер nm   болса, онда nm   ретті полюс 

в) nm  ретті полюс   

г) nm   болғанда – дұрыс нүкте 
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д) nm   жӛнделенетін ерекше нүкте   

 

63.1 1z  болғанда 
z1

1
ln  Лоран қатарына жіктеңіз. 

а) олай болуы мүмкін емес, 1z  болғанда функция бір мәнді болмайды    

б) ...
!3

1

!2

11
1

33


zzz
 

в) Лоран қатарына жіктелмейді 

г) ...
651951

5432


zzzz
 

д) 0 

 

64.1 Лоран жіктеуінде  az   -ның теріс жережелерінің тек шектеусіз        

 жиыны бар. Бұл жағдайда a  нүктесін  zf  функциясының қандай нүктесі  

 дейміз? 

а) елеулі ерекше нүкте    

б) полюс 

в) жӛнделенетін ерекше нүкте 

г) дұрыс нүкте 

д) жай полюс 

 

65.1. Бірқалыпты жинақты қатарлар мен тізбектердің қасиеті болмайтын 

сӛйлемді анықта: 

а) Егер функционалдық қатар Х-те бірқалыпты жинақталса, ал оның мүшелері 

осы жиында үзіліссіз функциялар болса, онда бұл қатардың қосындысы Х-те 

үзіліссіз болады; 

б) Егер     0suplim 


xfxfn
n

, онда  fn(x)  Х-те  f(x)-на бірқалыпты жинақталады. 

в) Алдыңғы қатарды мүшелеп дифференциалдау нәтиесінен алынған дәрежелік 

қатардың жинақталу  интервалы алдыңғы қатармен бірдей болады; 

г) Жиындағы екі дербес функционалдық тізбек осы жиында бірқалыпты 

жинақталады;     

д) Жиында бірқалыпты жинақталатын екі тізбек осы жиында бірқалыпты 

жинақталады. 

 

66.1. ...
)1(1 22

2

2

2
2 







x

x

x

x
x  қатардың қосындысын табу керек: 

а) 0;
1

2

2




x
x

x
; 

б) 0;1 2  xx ; 

в) 0;1 2  xx  

 г)  ; 

д) 0;
1

1
2




x
x

. 
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67.1 . ...
16

)1(

8

)1(

4

)1(

2

1 32











xxx

 қатардың қосындысын табу керек: 

а) 22;
1

2



x

x
; 

б) 31;
3

1



x

x
; 

в) 31;
1

1



x

x
; 

г)  ; 

 д) 12;
3

2



x

x
. 

 

68.1 ...
16

)2(

8

)2(

4

)2(

2

1 32











xxx

 қатардың қосындысын табу керек: 

а) 2;
2

1



x

x
; 

б) 40;
2

 x
x

; 

 в)  ; 

 г) 2;
2

1



x

x
; 

 д) 40;
1

 x
x

. 

 

69.1 . ...
32

)4(

16

)4(

8

)4(

4

1 32











xxx

 қатардың қосындысын табу керек: 

а) 62;
)2(2

1



x

x
; 

б) 62;
)2(4

1



x

x
; 

 в) 41;
)6(2

1



x

x
; 

 г)  ; 

д) 2;
1

x
x

. 

 

70.1 . ...27931 32  xxx  қатардың қосындысын табу керек: 

а) 
3

1
;

31

1



x

x
; 

б) 3;
1

x
x

; 

в)  ; 

г) 
3

1
;

31

1



x

x
; 
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д) 3;31  xx . 

 

71.1 . ...
8

)2(

4

)2(

2

)2(
1

32











xxx

 қатардың қосындысын табу керек: 

а) 40;
4

2



x

x
; 

б) 40;
2

 x
x

; 

в) 2;
1

x
x

; 

г) 2;
2

1



x

x
; 

д)  . 

 

72.1. 1

1

13 




 n

т

n x  қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

а) 3; 

б) 
2

1
; 

в)  ; 

г) 
3

1
; 

д) 0. 

 

73.1. 


1

2
т

nn x  қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

 

74.1. 













1 5n

n
x

 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

 

75.1. 


1 3*n
n

n

n

x
 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

 

76.1. 


1
2

n

n

n

x
 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

 

77.1. 


 1 )1(n

n

nn

x
 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

 

78.1. 










1

12

12

)4(

n

n

n

x
 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 
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79.1. 


1

)4(
n

nx  қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

 

80.1  


 1

2

12n

n

n

xn
 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

*********** 

 

81.1  


 1 13n

nx
n

n
 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

 

82.1  






1

1

)!1(n

n

n

x
 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

а)  ; 

б) 1; 

в) 
2

1
; 

г) 0; 

д) 
3

1
. 

 

83.1   


0

!
n

nxn  қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

 

84.1  


0 !

2

n

nn

n

x
 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

а) 
3

1
; 

б) 2 ; 

в) 
2

1
; 

г)  ; 

д) 0. 

 

85.1  


0 5

!

n
n

nxn
 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

 

86.1  






1

)!1(

n

n

n
x

n

n
 қатардың жинақталу радиусын табу керек: 

а)  ; 

б) e ; 

в) 
3

1
; 

г) 0; 
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д) 
e

1
. 

 

87.1   n (x-5) функциясын  x-6 дәрежелері бойынша қатарға жіктеу керек: 

а)






1

1

)6()1(
n

nn

n

x
, 1 <x ≤ -1; 

б)






1

1

)6()1(
n

nn

n

x
, 5 <x ≤ 7; 

в)






1

1

)6()1(
n

nn

n

x
, 1 ≤x < -3; 

г)






1

1

)6()1(
n

nn

n

x
, 1 ≤x < -3; 

д)






1

1

)6()1(
n

nn

n

x
, -5 <x ≤6. 

 

88.1  2

1

2 4x x 
 функциясын  x+1 дәрежелері бойынша қатарға жіктеу 

керек: 

а)

4

)1(
)1( 1

0







  n

n

N

n x
; 

б)


0

2

3

)1(
n

n

n

x
; 

в)






0

1

3

)1(
n

n

n

x
; 

г)

3

)1(
)1( 1

2

0







  n

n

n

n x
; 

д)


0

2

3

)12(
n

n

n

x
. 

 

89.1   2x
 функциясын  x+1 дәрежелері бойынша қатарға жіктеу керек: 

а) 2 )1(
)2(ln

0 !






x
n

n

n

n
, x ; 

б) )1(
)2(ln

0 !






x
n

n

n

n
, x ; 

в) 3 )1(
)2(ln

0 !






x
n

n

n

n
, x ; 
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г) 4 )1(
)2(ln

0 !






x
n

n

n

n
, x ; 

д) 
2

1
)1(

)2(ln
0 !






x
n

n

n

n
, x  

 

90.1   
x

1
 функциясын x+6 дәрежелері бойынша қатарға жіктеу керек: 

а) -





0
1

6

)6(
n

n

n

x , 0<x<10; 

б) -





0
1

6

)6(
n

n

n

x , 0<x<8; 

в) -





0
1

6

)6(
n

n

n

x , 0<x<12; 

г) -





0
1

6

)6(
n

n

n

x , 0<x<15; 

д)





0
1

6

)6(
n

n

n

x , 0<x<10. 
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Б.  Сандық қатарлар. Ӛзіндік жұмыс 

 

1. Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек: 

 

1. .
4814

2

9
2



 n nn
 

2.  .
4013

18

9
2



 n nn
 

3. .
3512

4

8
2



 n nn
 

4. .
2811

36

8
2



 n nn
 

5. .
2410

6

7
2



 n nn
 

6. .
189

54

7
2



 n nn
 

7. .
158

8

6
2



 n nn
 

8. .
107

72

6
2



 n nn
 

9. .
86

10

5
2



 n nn
 

10. .
45

90

5
2



 n nn
 

11. .
34

12

4
2



 n nn
 

12. .
2

18

4
2



 n nn
 

13. .
34

16

0
2



 n nn
 

14. .
107

36

0
2



 n nn
 

15. .
4814

30

10
2



 n nn
 

16. .
2811

54

9
2



 n nn
 

17. .
3512

36

9
2



 n nn
 

18. .
189

72

8
2



 n nn
 

19. .
2410

12

8
2



 n nn
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20. .
107

18

7
2



 n nn
 

21. .
158

60

7
2



 n nn
 

22. .
45

36

6
2



 n nn
 

23. .
86

48

6
2



 n nn
 

24. .
2

54

3
2



 n nn
 

25. .
34

6

5
2



 n nn
 

26. .
2

18

3
2



 n nn
 

27. .
34

24

1
2



 n nn
 

28. .
2

36

2
2



 n nn
 

29. .
86

72

0
2



 n nn
 

30. .
45

54

0
2



 n nn
 

       

2. Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек: 

 

1. .
sin

1

2




n nn

nn
 

2. .
1

3

2




n n

narctg
 

3. 
  

.
211

2




 n nnn

arctgn
 

4. .
ln

1
3 7




n n

n
 

5. .
ln

sin3

1




 



n nn

n
 

6. .
2

cos1

1
3



 



n n

n
 

7. 
 

.
12

cos2

1
2



 



n n

nn 
 

8. .
sin3

2
3 3




 



n nn

n
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9. .
1

sin

1
2

2




 n n

n
 

10. .
3ln

2
2

2




 



n nn

nn
 

11. .
2

cos1

1
2



 



n n

n
 

12. .
5

cos

1
3

2




 n n

nn
 

13. .
3

ln

2
2



 n n

nn
 

14. 
 

.
cos2

3

1
3

2




 



n nn

n


 

15. .
cos3

1
4 3








n n

n
 

16. .
1

ln

1
3



 n nn

n
 

17. .
sin

1
2

2




n n

n
 

18. .
31

4

3




 n n

narctg
 

19. 
 

.
5

cos2

1
4 7




 



n n

nn
 

20. 
  

.
21

sin1

1




 



n nn

n
 

21. .
2sin

1
2

2




n

n

n
 

22. .
ln

1
5




 n nn

n
 

23. .
lnln

1

2
3 22




 n nnn
 

24. .
cos2

2
2




 



n nn

n
 

25. 
 

.
11

2




 n nn

narcctg
 

26. .
1

cos2

2
4 4




 



n n

n
 

27. 
 

.
2

sin1

1




 



n nn

n
 

28. .
sin2




n nn

nn
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29. 
 

.
21

2



 n nn

arctgn
 

30. .
cos

1
3

2




 n nn

n
  

 

3. Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек: 

 

1. 
















1

.
1

1
cos1

n n
n  

2. 


 1

.
1

4

1

n n
tg

n
 

3. 


 



1
2

2

.
4

5
ln

n n

n
 

4. 


 1

.
1

1
sin

4

1

n nn
 

5. 


 2
3

.
1

1

1

1

n n
arctg

n
 

6. 


 



2
2

2

.
3

ln
n nn

n
 

7. 





















1

1

.1
3

n

n

n

e  

8. 


 



2
3

.
2

1
arcsin

n n

n
n  

9. 


















1

1

.1
2

n

en   

10. 


 1
5

.
1

sin
1

1

n nn
 

11. 


1
3

.
4

1

n n
arctg

n


 

12. 


 




2
3

3 .
1

n nn

n
tgn  

13. 


 2
3

.
1

1
sin

5

1

n nn
 

14. 


 



1
23

.
5

3

2

1

n n

n
arctg

n
 

15. 


















1

1

.1
3

1

n

e
n

  

16. 


 



1
2

2

.
2

1
ln

n nn

n
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17. 





1

3

3 .
1

n n
arctgn  

18. 


 



1
3

3

.
1

2

n n

n
 

19. 


3

53 .
n n

tgn


 

20. 
  



 



2
4 33

.
11

1

n nnn

n
 

21. 














1

.cos1
n n


 

22. 


 1
5

3

.
2

sin
n n

n
 

23. 





















2

1 .1
3

n

n

n

e  

24. 
 



 



1
22
.

1

12
sin

n nn

n
 

25. 


 1

.
12

2
sin

1

n nn


 

26. 


 



1

.
5

73

n
n n

n
 

27. 


1
3 4

.
1

sin
n n

n  

28. 


















1

2
1

.1
n

nen  

29. 
 




 2
5 2

.
11

1

n nn
arctg  

30. 


 1
32

.
5

sin
n nn

n
 

 

4. Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек: 

 

1. .
)!1(2

1
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n
n n

n
 

2. .
)!(

4
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n

n

n
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5. 
 
 

.
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n
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3

2
sin

!

5

1








n
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sin!
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5. Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек: 
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6. Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек: 

 

1. 


 2
2

.
)13(ln

1

n nn
 

2. 


 1
2

.
)12(ln

1

n nn
 

3. 
 



 1
2

.
)12(ln32

1

n nn
 

4. 
 



 3
2

.
)74(ln53

1

n nn
 

5. 
 



 1
2

.
)25(ln43

1

n nn
 

6. 
 



 1
2

.
)25(ln12

1

n nn
 

7.  


 1
2

.
)13(ln12

1

n nn
 

8. 
 



 5

.
)3ln(2

1

n nn
 

9. 
 



 1

.
)2ln(12

1

n nn
 

10. 
 



 1

.
)2ln(1

1

n nn
 

 

11. 
 



 2

.
ln13

1

n nn
 

12. 
 



 2

.
)1ln(12

1

n nn
 

13. 
 



 2

.
)13ln(32

1

n nn
 

14. 
 



 1
2

.
ln2

1

n nn
 

15. 
 



 2
2

.
)2(ln3

1

n nn
 

16. 
 



 2
2

.
)1(ln32

1

n nn
 

17. 


 3

.
)1ln(

1

n nn
 

18. 


 2

.
)13ln(2

1

n nn
 

19. 
 



 5

.
)3ln(2

1

n nn
 



112 

 

20. 
 



 4

.
)2ln(13

1

n nn
 

          21. 
 



 2
2

.
)1(ln5

1

n nn
 

22. 
 



 2
2

.
)7(ln3

1

n nn
 

23. 
 



 2
3

2

.
ln1n nn

n
 

24. 
 



 3
22

.
ln3n nn

n
 

25. 
 



 4
2

.
)2(ln3

1

n nn
 

26. 
 



 2
2

.
ln5

1

n nn
 

27. 
 



 2
2

.
ln32

3

n nn

n
 

28. 
 



 



4
2

.
)2ln(95

1

n nn

n
 

29. 
 



 



3
2

.
)2ln(23

12

n nn

n
 

30. 
 



 2
2

.
ln1n nn

n
 

 

7. Қатарды жинақтылыққа зерттеу керек: 

 

1. 











1

1 .
)1(

12
)1(

n

n

nn

n
 

2. 

















1

1 .
12

)1(
n

n

n

n

n
 

3. 
 











2

1

.
1ln

)1(

n

n

n
 

4. 
 







3

.
lnlnln

)1(

n

n

nnn
 

5. 


 


1
24

2

.
1

2
)1(

n

n

nn

n
 

6. 
 



 



3

.
ln1

)1(

n

n

nn
 

7. 
 



 



3

.
1ln

)1(

n

n

nn
 

8. 










1
4

1

.
32

)1(

n

n

nn
 



113 

 

9. 


 



1

.
2

sin
13

)1(

n

n

nn


 

10. 











 


1

.
13

)1(
n

n

n

n

n
 

11. 


1

.
!

sin

n n

n
 

12. 
 







3

.
2ln

)1(

n

n

nn
 

13. 





1

.
1

)1(
n

n

n
tg  

14. 


1
2

.
cos

n n

n
 

15. 
 











1
2

1

.
12

)1(

n
n

n

n
 

16. 
 







1
3

.
33

)1(

n

n

ncson 
 

17. 
   











1

1

.
123

)1(

n
n

n

n
 

18. 







1

.
3

12
)1(

n

n

n

n
 

19. 
 









1

.
2

!3
)1(

n
n

n n
 

20. 







1
3

.
1

)1(
n

n

n

n
 

21. 


 



1

.
415

)1(

n

n

n
tg

n


 

22. 
 




 



0
12

.
122

)1(

n
n

n

n
 

23. 
 







1

.
sin

)1(
n

n

nn

nn
 

24. 
 



 



1

.
42cos

)1(

n

n

nn
 

25. 





1

.
2

sin)1(
n

n

n 
 

26. 





1

.
2

sin)1(
n

nn

n


 

27. 





1

.
3

3sin
)1(

n
n

n
n  

28. 














1
2

.
1

1ln)1(
n

n

n
 



114 

 

29. 





1

.
11

sin)1(
n

n

n
tg

n
 

30. 














1

.
1

cos1)1(
n

n

n
 

 

8.  -ге дейінгі дәлдікпен қатардың қосындысын табу керек: 
 

1. .01,0,
3

)1(

1
2

1












n

n

n
 

2. .01,0,
!

)1(

1

1












n

n

n
 

3. 
 

.001,0,
2

)1(

1
3

1












n

n

n
 

4. 
 

.001,0,
12!

)1(

1











n

n

nn
 

5. 
 

.01,0,
1

12
)1(

1
3












n

n

nn

n
 

6. 
 

.0001,0,
!12

)1(

1











n

n

n
 

7. .1,0,
2

)1(
1







n

n

n n
 

8. .1,0,
3

)1(
1

2







n

n

n n
 

9. 
   

.001,0,
1212

)1(
1

22










n

n

nn

n
 

10. 
 

.0001,0,
!!12

)1(

0











n

n

n
 

11. 
 

.001,0,
!!2

)1(

1










n

n

n
 

12. .01,0,
5

2

0
















n

n

 

13. .0001,0,
7

)1(
1







n

n

n n
 

14. .1,0,
3

2

0
















n

n

 

15. 
 

.001,0,
!2

)1(

1










n

n

n
 

16. .01,0,
!3

)1(

0










n

n

n
 

17. 
 

.00001,0,
2!2

)1(

1










n

n

nn
 



115 

 

18. 
 

.001,0,
!!2

12
)1(

1










n

n

nn

n
 

19. .001,0,
!2

)1(

1










n

n

n

n
 

20. .0001,0,
!3

)1(

1










n

n

n

n
 

21. 
 

.00001,0,
!!2

)1(

1










n

n

nn
 

22. 
 

.001,0,
13

)1(

0











n

n

n

n
 

23. 
 

.001,0,
124

)1(

0











n

n

n

n
 

24. .01,0,
)1(

1
3










n

n

n
 

25. 
 

.001,0,
1

2
)1(

0










n

n

n
n

n
 

26. 
 

.001,0,
1

)1(

0











n

n

n

n
 

27. .01,0,
1

)1(

1
3











n

n

n
 

28. 
 

.01,0,
3

2
)1(

1
2










n

n

nn
 

29. 
 

.001,0,
1

)1(

0
23











n

n

n
 

30. .01,0,
2

)1(

0
3











n

n

n
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



116 

 

В.  «Функционалдық және дәрежелік  қатарлар». Ӛзіндік жұмыс 
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14.  23 xe  

15. .1
arcsin


x

x
 

16. .
12

7
2xx 

 

17. xx 342   

18.  2821ln xx   

19. x
x

x 








2
sin2 2  

20.  shxx 1  

21. .
6

5
2xx 

 

22. 3 227 xx   

23.  2121ln xx   

24. .3cos
3sin

x
x

x
  

25. .
x

arctgx
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26. .
6

5
2xx 

 

27. 4 516 x  

28.  2201ln xx   

29.  22 xe  

30.  chxx 1  

 

7. 0,001 ге дейінгі дәлдікпен интегралды есептеу керек: 

 

1. 


1,0

0

26 .dxe x  

2.  
1,0

0

2 .100sin dxx  

3. 
1

0

2 .cos dxx  

4. 


5,0

0
4 4

.
1 x

dx
 

5. 


1,0

0

2

.
1

dx
x

e x

 

6. 
 




1

0

.
51ln

dx
x

x
 

7. 


5,1

0
3 3

.
27 x

dx
 

8. 


2,0

0

3 .
2

dxe x  

9.  
2,0

0

2 .25sin dxx  

10.  
5,0

0

2 .4cos dxx  

11. 


1

0
4 4

.
16 x

dx
 

12. 


2,0

0

.
1

dx
x

e x

 

13. 
 




4,0

0

.
21ln

dx
x

x
 

14. 


2

0
3 3

.
64 x

dx
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15. 


3,0

0

2 .
2

dxe x  

16.  







4,0

0

2

.
2

5
sin dx

x
 

17.  
2,0

0

2 .25cos dxx       

18. 


5,1

0
4 4

.
81

x
x

d
 

19. 


4,0

0

2

.
1

dx
x

e x

 

20. 
 




1,0

0

.
21ln

dx
x

x
 

21. 


5,2

0
3 3

.
125 x

dx
 

22. 


4,0

0

43 .
2

dxe x  

23.  
5,0

0

2 .4sin dxx  

24.  







4,0

0

2

.
2

5
cos dx

x
 

25. 


2

0
4 4

.
256 x

dx
 

26. 


5,0

0
3 2

.
1 x

dx
 

27. 


5,2

0
4 4

.
625 x

dx
 

28. 


1

0
3 3

.
8 x

dx
 

29. 


5,0

0

253 .
2

dxe x  

          30. 
1

0

2 .sin dxx  
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Г)  Ӛзіндік шығаруға арналған жаттығулар 

 

1. m z -тің  басты мәнін 1z  маңайында дәрежелі  қатарға жіктеу керек; т=2  

болғанда  жеке түрде жіктеу.  

Жауап.  
 

...
!2

1
1

11
1

1
1

2














z

mm
z

m
;       ...1

!3*2

3*1
1

!2*2

1
1

2

1
1

3

3

2

2
 zzz  

2.  zf голоморфтық функциясы модулінің 0z  нүктесінде 0-ге  тең емес 

минимумы болмайтынын дәлелдеу керек.  

3.    yxivyxeu ,,  аналитикалық  функциясын қарастырып, мұндағы  yxu ,  және 

 yxv ,  -гармониялық түйіндес  функциялар, гармониялық  yxu ,  функциясының  

облыстың  ішкі нүктелерінде  максимумды да, минимумды да 

қабылдамайтынын кӛрсеті керек.  

4. arctgzжәне zarcsin  функцияларының  басты мәндерін нӛлдік нүктенің 

маңайында  дәрежелі қатарға  жіктелу керек.  

Жауап. ....
53

53


zz

z ; ....
7!*3*2

5*3*1

5!*2*23*2 32

53


zz

z  

5. 


 1 1n
n

n

z

z
 қатарының жинақтылық облысын  анықтау керек.  

Жауап. 1z  болса, абсолют жинақты болады; 1z болса, жинақты  болмайды.  

6. 5-есептегі қатардың  ӛзінің жинақтылық облысының қай бӛлігінде бір 

қалыпты жинақты болатынын анықтау керек.  

Жауап.  01 z болғанды.  

7. Егер   zfn  қатары G облысында бір қалыпты жинақты болса,  zf n -

аналитикалық  функциялар болса, онда    zfn -тің G-де жататын  әрбір тұйық  

облыста бір қалыпты  жинақталатынын дәлелдеу керек .  

8. Тӛмендегі  функциялар  үшін  дәрежелі  қатардың бірінші тӛрт 

коэффициентін  есептеп шығару керек .  

а) zе 1

1

; 

б) 
z1

1
sin ; 

в)  ze1ln   

Жауап. а) 







 ...

24

73

6

13

2

3
1 4321

1

zzzzе z ; 

            б) ...
6

5

2

1

1

1
sin 32 




















zzz

z
 ;мұндағы 1sin ; 1cos ; 

            в)  ze1ln  
...

19282
2ln

42


zzz

 

9. Тӛмендегі  функциялар  үшін толық дәрежелі  қатар құру керек . 

a)  2

1

1
ln

2

1

z
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Жауап. 
n

n

z
nn















 1

1
...

2

1
1

1

2

  

б) z2sin және zсos2  

 
 








1

2
2

12

!2

2
1

2

1
sin

n

n
n

n
z

n
z және  

 





1

2
2

2

!2

2
1

2

1
1

n

n
n

n
z

n
zсos  

10. Егер   zf  бір байланысты G облыста аналитикалық  болса, онда G-де  

жататын кез келген тұйық С контуры  zf =a теңдеуінің шектеулі санды  түбірін  

ӛзінің  ішінде  ұстайды.  

11. Нӛлдік нүктеде  аналитикалық ,  ,...3,2,1
1

 n
n

z нүктелерінде тӛмендегідей 

мән алатын  функция  бола ма? 

а) 0,1,0,1,0,1,...; 

б) 0, 
2

1
 ,0, 

4

1
 ,0, 

6

1
 ,...; 

в) ,...
6

1
,

6

1
,

4

1
,

4

1
,

2

1
,

2

1
  

г) ,...
5

4
,

4

3
,

3

2
,

2

1
  

12. 
0

z нүктесінде  аналитикалық  zf  функциясының   ретті нӛлі бар. 

   dfzF

z

z


0

)( функциясының  0z   нүктесінде ӛзгеріс – сипаты қалай болады? 

Егер 0z   нүктесі  zf   аналитикалық болатын 0z  маңайында жатса және 

интегралдау жолы осы маңайда орналасса,    dfzФ

z

z


1

)( функциясының  0z   

нүктесінде ӛзгеріс – сипаты қандай болады? 

Жауабы. )(zF -тің )1(   ретті нӛлі бар;    2)(

1

FdfzФ

z

z

    

13.  
2

12
2 




zz

z
zf ;  

1z  сақинада Лоран қатарына жіктеңіз; 

Жауабы:  
z

zf
1

  

14  3z болғанда 
  32

1

 zz
 функциясын Лоран қатарына жіктіңіз. 

Жауабы: ...
651951

5432


zzzz
 

15  
z

e
zf

z

  Лоран қатарына жіктеңіз. 

Жауабы:
!3!2

1
1 2zz

z
  

16   1

1

 zezf ; 
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